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按照作在的盘图，“数学分析簡明敎程”是为了我們大学里数学力 
竽 系以数 学物现系的学1乂 A 麥沖枰度上也适用于帅范学院），作为敎 
学,? I •划中“啟7分析”这門猓稈的+浓木敎衬而写的。“数嗲#•析內容， 
毡括板限 [ jA : 穷鈒放的理論，徴分汰与积分让的 U ; (珂以及它們一拽 
簡单应 W 。 編 K 这祚…木饮作足很必耍的，闲为尽菅我們現在已經有 
了很多的數学分析敎栉，似足它 fnd 屮沒心_一个能够完全适合上述的 
要求。在这些敎程 中 ，耶苎叙述比較簡洁洁楚，容 S 为-般学屮兩接受 
的，常常不：£：已緙过时陈 B , 就记听依据的科^基础不能滿足数学专門 
人七的耑要；他那啤完全纽立许近代科学水平！_.商的敎程，其內容又往 
往是这样繁多，远远超过 r 视行敎学太綱的規定之外，以致一二年級 
的 一般学 生沒; Y 条件 上理解它們。 内此间 M 就在于要石出这样一个敎 
稈，一 vjifif 它的材料发 r 格地限制 fi : 以一个念分沂的人所必需的敎学 
火綱范阐之内，而 n 时乂嬰允全迚 an •:近代科学的水个:上。 

为丫使这木敎权能够尽叶能地简叨，我的方'法完全在于选取最精 
簡的材料， T 『 i 不住叙述 im 縮砟句 n 課文觅画的推判 都卉 細地写/出 
来，以减少讀者的闲难。持別足我不客惜説…托話，米帮助讀者时时刻 
刻都能淸楚地了解到他所遵扼妁 iii 路的規律。至十不冋的 槪念、 定理、 
問題以及整个理論之間的种种 关系； 它們的作出方法和它們在应用科 
学与技术上的 应用; 还冇数学分析的另外-挥有思想原則性的 持色; 这 
一切，在®多埯合，都比■般薜幅更多的敎程，解釋得更加完全和更 
有系統。我想尽力做到一点，卽使得在引进斩槪念与®立新理論时，学 
生先有准备，能够尽可能地蜀出这呰新槪念，新理論的 i 进是很自然 
的,甚至是不可避免的 D a 认为只信利用这忡方法,在学生方面才能对 
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屮所竽的东四产生 M 正的兴趣，才能非形式化地理解与牮握所学到的 
/j 洒。 . 

对一个有經驗的讀荇来說 ，在本 ft 各萆中，虽値得詖一談的，恐怕 
足极限理論的错法 ( p 二 、三、四 :孕〕，按照現存的傅铳习惯，中学 型面姑 
用十八世粑的标准 fti 这个理淪斅铪亇尘的，而在大学的数学分祈敎稅 
M , 却-下子就提商到极限押論的近代饼法，2 全仞 上了 s 与 5 , n . n . 
常常还要在这之前， ms 幣的一 ㊁ 去討淪实 数的 … 般理論 „ 但是尤淪 
就其实陈 R 容或者就其格調來説，实数的 • 般理論® 不屈 f 分析而是 
厲 于数淪与集合 論的。 这-切就选成了这样的后采： 第 -.-，学生們把 
人学里面”的极限过 fM 的断槪念与他捫 ft 中宁里所熟悉的极限槪念疗 
成絲逄沒符共 H 的地方。 更严 巾的还足® 二点 ，就足 :这种 讲法使学生 
沒夼办法7到数学分祈.沾木理掄的活潑、雄动/辯証的秸神，而这祌 
撾神正是数学分折在科_7:史上的持色，而旦一直到今大，在实!^生沾 
屮数学分析的种种应⑴邡足忉这种紧紧池 联系在 .•起的。这一切 
就足两种讲法悬殊的严 iS 后 ^ 我仵敎7时多次现寮到这一点,所以 
&本敎 ffi 里，对 r 极限理論的叙述方法不能不采 n ; —个新的体系 。这 
个冰系的突质是 这样： 件先（沁二草）把全部板初等的，非 
彻底形式的基础上，有系統地即程”以及过拐的“时刻”等槪念， 
而这些槪念都不是从形式上来定义的。只晶到后来指出有 形式化 的志 
要肘，才給“过程 ”的甚 本数学类型下 r 定义 (第 三伞 X 这样做丫以后， 
我就引导学生来注意建立实数的般现論的必要忤，而馑着这个理諡 
就迚立起来了（第四章\我已經成功地三次試用这种讲法，它比1、:常 
讲法較好的地 方是： k 学尘从“中 ' t : 的”极限珂論 fm 解“大学的”极限 
理綸的过程不仅是逐步的 _Nli.i Ui : 认誠的 /): ...... 阶段郝妃有根据的 c 这种 

讲法在本 - B 中 fl 始至終使得数学分析的槪念生动而 fj •力，而对迎論在 
形式遜輯上的改进，則 U 給予应得的 地位 。 

至 f 实数的一般理論， a 认为必須真苷充分説服力地使讀者領会 
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^建 立這個理論的必要’然後再引進各種可能中的一* 稱 產生無理數的 
if 則(單諏有界序列的極 PS )。 弗後,我僅僅舉出在运個新埋論中出現的 
一與基本間題(連續統的序，代數運算的定義與法則)以及如何解決 
這些問題的個別例子。我簡單地指出，這铁問題已經由數論完圣解决 
了，然後,我轼無限制地利用這些結果。至於敦論中究 贷 怎樣解決這些 
問題，數學專業的學生儘可以在較專門的課程裏更詳細地學習到道狴 
解法;而對於力學專業、物理專業 、天 文專業的學生來說，這些問題未必 
有實際的用處。不管怎樣，我始終認爲，無論是在演講裏或是在一本教 
程衷，要想用很長的一章無論在內容上或者格調上都與數學分析沒有 
K 接關係的東西，來吸引興趣如是分歧的各糖鵝講人的注意力，是不 
可能做到的事情。 

以後畀章的講法， 大致上 都是依照某一種已經定型的方式。我很 
逍城地說明，在輪寫後三章 ( m 攒分、 線積分與面嵇分)時，雖然我很想 
儘可能地寫得旣完全嚴格又究易接受，但是我沒有得到成功。我沒有, 
能够避免妥協,就是說我不得不部份地有時放棄了推理的嚴格性,有時 
放棄了簡潔易懂的原則。假如希唷迢本教程還能令人滿意的話，無疑 
地,逋些章在再版時還需要加以修改。 、 

在教程中所安插的少數例題，不用說， r 有說明的性質，而毫無訓 
棟技巧的意義。這些例子的數量舆性質都適合於教郗講授之用；我不 
願把聚題課的材料放到 我的“ 簡明教程”裏面來。自然’所有使用本書 
的人都應該同時採用一本好的習題集。特別是最近出版的 B . TT . 捷米 
多維奇 ( 國家技術理論書籍出 版局， 1952) 的 :: 數學分析界題集 17 很合乎 
道個檩準。爲了某禪類型讀者的方便起兒，我在宵中大多數節的後面， 
特別推荐了上述習題集中的少數 W 題不過，我應該提闱讀者,對於必 
要的忮巧訓練來說， 釭残題 I 〗通常還是不够的_;領逍習題詉的教员還 
應該桃選更多的例題 

高明的讀者不難蜀出，軎中所採用講法的次序決不是不允許费更 
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的；在很多情況下 ，可 能作一些瘦更，倒适有好處的,例如， I) 微分法的一 
些嫌何應用 (第 二十三章)議授時可以提前很多(平常實際上就是這樣)； 
2) 收斂級數的精分制別法也不必一定延遲到廣義賴分的理論(第二十 
五章)之後，而可以提前到同號极數理論(第十八章§ 68): 裏面去講。 

我非常愉快地向苋斯科、列寧格勒系 I 基輔三彳周大學的數學教研室 
的工作同志表示发心的深切的成謝，他們在閱讀原稿（或 洛其 中若干 
章），及提出批評與意見之屮所价于的资貴幫助，無疑地使全齊在叙述 
上大有改進。在适方而特別要感謝 *3. A. 涂馬金教授(奠斯科)与 r. E. 
希洛夬教授(基輔)。般後我應該提起權威的和深謀速盧的本書編輯者 
0- H . 哥羅文的 K 大工作，他的許多寶赀建遘，也在很多方面改進了本 
脔的釵述方法。 

阿- 辛欽。 

莫斯科，一九五三年二』 i 二十四 FU 

. 第二版序 

本省的第二版是在原有版糙的基礎上僅僅作了一些不大的修改， 
毡®修改或是改正了一些鉛誤，或是在悃別節內爲了改進叙述的方法。 
由羅 斯托夫大學數學分析教硏室 ( 由加霍夫教授領導)寄來的關於本書 
詳細的誶論給了我很大幫助，在這巌我向教砑室的所有工作同志表示 
萊 切的威謝。 還 要威谢 A. H. 科尔摩戈洛夫院士及 A. M. 滿什金斯教 
授(明麻克），他們指出了本書的一些錯誤„ 

在本教程中很多次椎荐給讁者的 B. U. 捷米多 錐奇“ 数學分析習題 
集”在第二 版中阑 於題目的號 數有了 很大的改變。在本書的這一版中， 
合部推荐習題的號敦還是 按照“ 習題强 : '的第 一版。 在®的最後有道些 
習題按照第二版虢數的索引。這偭編.寫索引的工作是由 b . n, 捷米多 
維奇進行的，我向他表示深切的戚謝。 

阿 • 辛欽。 

典期科，一九五四年十二 十九 H。 
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第一章函數 

§ 1. 變 ft 

衍卡爾舉的轉折點。就是 Fll 於有了變置，才在数 
帛中進…… 

想格斯，阈定政洽苦籍出版码 ， ims 版第 Mart . 

硏究常贷的初汶教學，:节少在人 S 5 t 是 ㈤ 於形式邏铒的範 B 1 ; 
而硏龙噼 ft 的數帛 —— 丼巾最 ffi . 要的部份是無轺小 S 分析 —— !IQ 
在木 ff h 不是別的， K ； &簡證法 在救® 上的應 JJh 

恝格 斯， KW ;# d .%. 阈宠 政洽咨 筘出版 W , IMS 版第 I 27 頁 .' 

當我們觀察某禪{^然現象或某輔技術遇程的運動時，我們往往可 
以注意到，在這稱現象或過程數面所遇到的稲稀不同的设，時常贫表 
現出非常不同的狀態。其中有的镜，在遇 样的進 行中本起®化，也鱿 
是常常說的, 保持“ 常値' 同時，兄外一些 M ，却或多或少地有一些可浊 
意的筠化，它們時而 it 大， tt $ 而鰱小；诏也就是常常說的， “収 不同的 
®" o 例如，當我 fff 把一個密閉容器内的氣_熬時，氣體的體稷顯然 
保持常值，氣體分子的個數也保持一定。佴相5地，氣體的溫度與歷 
力适時就要增高，取得越來越大的 iL 如果我們離開實.險室中的 ® 象, 
轉而考寒某種技術通程，則間題還要祓雜锝多 u 例如我們來 li ^ 飛 
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機的飛行。在這個現象起，我們許 碰到很 多不同的鼉。亦中有的量在 
飛行過禅中保持常値；例如乘客的數吕，全部行李的重董，兩 m 的畏 
度以及很多其他的最。佴是在咚行過程中還有更多的黾，它們在過程 
的進行中起啬變化，時而變大時而變小，例如，飛機離起飛地點或者 
H 的地的距離，它離地而的高度，汽油的儲存贵，溫度, M 囿屯氣的靶 
力與溫度以及很多 3 t 他的東 W 。 這些例子說明：在這拄現象中，無論 
對於實用的 L ! 的而言，或者對於技術與經濟的打算而言，剛好是那些 
變動的量，有着设 ® 耍的意義。這實際上倒是很自然的。 R 然界的動 
態是由不停止的變化轨成的，而人類的實際行動則是以道種變化的規 
律爲指導。如果在一禅現象 或過程 中沒有任何變動的東西或者幾乎沒 
有變動的 S (西，那末，它在科學上就不能給我們多少啓發，因而也就沒 
有什麽實用的價値。 ri 然辯譖法指示我們在硏究朽然况象時，需要硏 
兜的不是它在某一瞬間的载而，而是這個現象進行的週程本身。在 FJ 
然科學.裹辯符法所提出的問題，不只是現象在某一跺間的恃最是怎搔 
的，而最:®要的，是那 M 現象螯個的進行過程究覚怎樣，以及在這個過 
程中，究竞是什麽東西在變化，並戽它是怎欉變化的。數學這門學間， 
旣然要作热精確的自然科學輿技術上的有效工具，就應該給出一套方 
法，好讓我 ffl 用它來有系統地阱究在自然衷、在技術過程袅所出現的景 
的瘦化情呪 。 

這樣一套方法就是敎學分析 u 按它的更廣泛的意義來講，也可以 
叫做變動的量的數，繫理論。 

由此可見，數學分析赵面的第一個墓本槪念應該是變勤的蚤的槪 
念，或老按照數學上所採用的說法，是_.譽的槪念 u 我們所謂變量就 
是在某一個過程中可以取不同的 ( 時而大‘時而小的)値的 H —稀量 c 在 
一個給定的遇程中，一般來說,變景往不同時刻就有+同的値 u 根據 H 
常；生活的經驗，我們知道髮最的性質與類型是多穐多欉的：有垄量連 
撩地增大；另一些剛好相反，速績地減小；策三權類型則又是振動 
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式的翅化，時而增大，時而減小（例如地球與太陽的距離，單擺 離鉛莳 
位; S : 的偏度等）；如果巳知一個比如說，是速锫堺尺的，於是它又 
吋以增大得很快，也可 W 堺大得很慢，還苻的時陵，钇的速度讨以時而 
快、時而慢。系統地硏究在我們周 H 變化的量的這些特點以及很多 3 t 
他的特點，從适個 a 尨不间類吧的變摄的晓大集合與商整师出秩庁來， 
找出适一類甩或另一類型的變语所遵循的共同規伟 這一切就是我 
們廣泛的計剡下，数學分析的彳1 •:務 ^ 

在數學上，對於彳 t * 何「 I 然現象:氣听碰到的一切 S ， 不管是常最還 
是變 S ， 總是用某一個字陆来代衮它。因此，例如用 ® 或《代表某一個 
L 错時，這個記躁本纤，一點也沒有表示出這個故是常量還是變駐； 
丙此， 這個饺的鰱化狀態常常應該特別加以說明 。 還有很 贯要的一黏 
必黹記住：如站沒疳説明亨一般說來，我 
m 不能知遨到底一個☆二 fi 4>; r 侖在适一個遇程 
中是常景而在只一過 s 中却又是鐽枝；例如一個半徑爲 r 的圆沿着一 
條 e 線遼動而其半徑不變 （ 窮一鞴過程），則远個 m 的面蹐允 p 是一個 
常: i ：; 佴如果保持圓心不動而使半徑變大〔铕二補過程），則圆的面.積也 
就隨之增大,換句話說,它又是一個贽癀了。 

用直線(所_“數軸”)上的點來&示數，适個大家都知道的幾何表 
示法，在數學分析處廣泛地被探用费。 在矻線 上取好原點，記作0,並 
取好單位長； 於是® 於任何一倘數 a 我們就郡吋以用一悃點 去表沁 
它，每個與0的距離是 \ a \, 0 而其方向則伯《的 IHfi 號決定（通常 
常 ift 線是水卒時，正數在0的右邊而 ft 數則在左邊）。始 V 的舒一個値 
都是一個數，闲而可 ja 用數軸 >. 的一 m 點來代 表它,.如 ! fiM s 在某一個 
過程中保 W 不變，： M 它的値 在整谰 過祥中始終由 駁軸上 的同一個點來 
代表。同此我們可以說，常趸在數軸上的圖形是一 ffsi 字參。如堪 fiar 
在 a 知過程中是變勤的，那末它在過程中不间時刻的要由數軸上 
O 況孩 hi 表示; 5的絕對姐。 



i 數 學分析前明敢 e 

不同的點來代表;代表最 r 的點扣過程中就:要時常改變其位置;因此我 
們 可以說 ，變 量在數軸上的蹋形是-一個 

I 2. 函數/ 

莅间一個現象中所碰到的補樋的货，通常都不是彼此獨立地在那 
裏~化的；一般說來，它們彼此之間總有或多或少的蹦係，因而其中 
一_的變化就常常引起另外那些也跟隨它有相應的璲化。例如’圓半 
徑趣大時，其面積也同時變大;密閉在一個容器內的氣體被壓擗（卽減 
小所佔據的體積）時’（在溫度不癍的條件下)氣體的壓力也就隨之增 
大;增加地裏的施肥最,莊稼的收成也隨之增多等等。佴是，從這些例 
+已概可以看出，在某一個現象裏所碰到的各個量之間的關係，就其 
相互間聨系的明確性來說，可以是很不相 同的。 在.第一個例子裏，這 
植聯系最明確:只要知道了圓的平徑 r ，我們钛可以唯一地而迁絕®精 
確地用公式 * =一來確定宵的面賴。在第二個例子 g ，我們 a 經看到 
有®不同的情％ 了；如果知道了氣體的體稷 D 以及它的絕對溫度 r , 我 
們當然可以用大家知道的公式 


來喷一•地碰定它的壓力 p , 其中《是一锢 a 知的物理常鼠收是這悃公 
式的成立只不過 是某树 程度(有時甚至很粗糙)的近似；要想作更椅確 
的計算就必須利用更祺雜的公式；而道個更複雑的公式表明，贳正要 
精密地確定氣體的 M 力，僅僅知道它的體積與溫度是不够的 ， mm 
考盧很多其他穐類的域 的値。 這挿聯系得不精確的犄形’在最後一個 
例中，表观得更:突 ff ! ，雖然施肥的最無疑地窗影響到收成的多少，佴是 
同時我們也曉得，卽使褙確地知道了田地裘面的施肥量，我們也還是 
不能完全精確地預料到收成的多少的，原因是收成的多少除了和施肥 
量有鼷以外，遂闕係到一系列的其他的因素(例如氣象學上的與農_ 
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上的各稞不同 的闽尜）。 

很自然地,在數學分析裏 而， d ■先要硏究的，是變效之間的那種爭 
-關係，換句話說，只要知道了一組變量油値之後，我們就有可能唯 一 *i 
&.汉完全精榷地決定另外一龃變诂的趦的那秤關係。 _ h 而提到的公式 
£— 


(其中 C 足 B 知常最:)就迠這稱精確關係的例知道 Y 圆的半徑就可 
以唯一地 而丑完 全精確地決定它的面稷〜如果已知7與的 ffi , 則出 
上述第二個公式，也同楛可以喷一而 fi 完 4 r 精確地 得出量 p 的對應値， 
在第一個阕中量 s 5* 洧阑，對於量 r 的毎一個値，都對應 

若景 s 的一個磾定士^，_ r 的 f 印丨變化都引起 ? c * 的完全確.定 

的謝匕在第二個例中，情形钛比較褶雜一點：要想知道量 P 的値，僅 
僅知遨 r 的値或者僅僅知道 w 的値都是不够的;录；> 與 r , •« 兩個罱的 
値都有關係;如果想要用我們的&式來確定贵的愤，就必須先同時知 
迸兩個景的镟;對於一對値對應着 iap 的一個確定的鑪扒 
並且设 P 的變化與兩個景的變化都有蘭係 D 至於 r 與” 這南愐 
货本身，則它惘的愤與它們的變化都是彼此無關而可以隨我們的意思 
來遝定 m ,, 在物理上，适就苫於說，當氣鱧的質： a 給定之後，我們還可 
n 使它有任；®的(在已知限度之內)體秸\與彳 E 竞的(也在已知限度之 
內)絕對溫度 y D 佴是只要”輿 2 '—緘選定之後，質景一定的氣腊的颶 
h , 就已蚝不能苒隨我們的意思去任意指定’而是唯一地並且完全精 
確地爲我們的公式所確定 r ( a 复我捫當然沒有苒荇虛那一點，就是 
毡個公式本身對於眞正的氣體來說设需:劳加以修 it ) 。 

上面提到 的那呰 例子,顯然都是下述一般講法的特殊 情形^ 右謀一 
個通程中，我們碰到一個馈&它與 ia 同一個通程中所碰 到的龙 他某些 
量有闕,對於量 A , …，妳的毎一亂確定的館，都對 
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應舂蚤 y 的一個唯一確定的镟；至於适些 S A ， - - • , %本身，則彼此完 
全無 M , 換句話說，給定了其中若干個的値，我們還可以任意選定其除 
的値(通常是在一個已知範_内）。景 y 對於量％，…，你的這爾相蹣 
性叫做’亨 iff ,而頊货本 i 則稱爲關於量而，…，取的一個亭譽； 
谓％ .:./‘4叫做-孿^ W 此，在我 fit 面的例中，最《就是 •關 ■於 
茚羧萤》+的一個函數是蹦於兩個 n 變最 r 輿 T 的函數 。當 然， 
设簡單的也盐最先引起我們注意的情形怂 a = I 的情形,也就是 說蛰汉 
只是一個 umm .^ 的阑數的情 形,， 

量汉是 fl ® 餚7的函数运'一事實，我們通常用汉=/!>)或 
或汉 =20) 等等形狀的公式來衷站號前的字母，僅僅表示 y 衡於 
^的函数關係的存在性，因而是可以隨意選定 的一所 表達的 意袭並 
不 H 選® 不间而有所改變。例如圓而秸由宇 徑唯一 決定道件事實，可 
以 ® 成^ /( O 或^ *0) 或《 = - l (- J ') 等等。彷批，是 y 是若干個自 
變最而，％…，％的函數适件事實也可以用形如 y =/(>，…，抑）逾 
jf = y (» i ， … ，跑） 或…，為)等等的公式:來发示。例 如質] i ： 
一定的氣的壓力 j > 是唯一地由它的體積與絕射溫度的値所確定的， 
道件亊實，就可以寫成2 7 )或？ = ?>0, 2:)或^=巧>, 2 1 )等 
等。因庇，選來表示函.敦關係的宇母 一 S 也沒有吿訴我們這種相關的性 
質; y ' f ⑻ 适個式子在不同情形下旣可以代表少=拟 2 ,也可以代表 
浞 =lg A 也可以代-表汉 = sin a ; 等等，實要的只是爲避免混亂計，在同一 
個論證過 f ?:， 要用间 一 個字垵來作爲木间的阄數蹦係的符號，枷如 
在某禪 過程+ 而就決不允許寫发=/!>)，间時又寫 3 = 

=/0=)。 .. 

相反地，同一個字母有時候倒可以同時代表一個心又代表這個4 
關於另一個是的函數關係[如前 面例 屮的 hs(y) 與;^ 汉(取,…，妳)] 

«有晞我 m 不仗‘關於一涸(或雨個 Hfr# 等) 资 里的函數”， im ® 爭地 rr—® or 兩' 
SHffl 専華) ® 量的函齩' 
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硏究自然現象禺技術過程的辯證方法呰訴我們，對於一個過程中 
出現的瘦動着的量，不能够分裂地彼此孤立地來砰 究空們 ，而要硏究它 
們之間的相互關係，那禪在實際 J : 連繫朽它們的相_江11係。适爾實際的 
蛩與悬厢的相 S 關係的數學农現,在最簡軍的®形,就是函數闊係的槪 
念。闶此這就很消楚了，如果説數平分析的第一個 ffi 本槪念，懼我們在 
§1中所看到的，是變 M 的槪念，那衣在變馈理論的 進一龙 發娱中，第二 
個甚本 槪念很自然地就是函數槪念不楛如此，無論出於科學 现論上 
的考潘:, S 是出於教踐要求上的考臌，我捫都有必要經常來硏.究瘦 S 、 
以及筠 M 之問的相: ti 關係；這就使得函數成了數平分析的研兜的屮心 
對象,因此我們完全有瑚由這欉說，數學分析就是函數的一般理論。 

§ 3. 函數的定義區域 

我們上面說逾,如果給出馇 * 的値就可以唯一地確 定量汉 的値，最 
V 就稱爲货 z 的一個函數 u fH 是在 H 個定雜中，'並不耍求對於蛩* 
的喷^了平値，都可以確定 : a y 的値。在許多情形，我們究 s 應讀考虛 

士七些個倕，要 根據 : S z 與沒的實際窓義，根據我們所考廒問題的 
内容來確定。例如假定 y 代表内接於半徑爲1 的圓的 企《角形的面稍， 
顯然2/是*;的一個函数; W 是 to 於迠些 _® 的意義 ，我們游要硏究的 ： a K 
的値 U 是一些整數 3 , 4 ， 5 ，… 0 彷鹿， 《■ !是 T (的- ‘悃 ® 數，它只在竹是 
jE 整數時才有意義。函數 y = lg s 通常也 n 對於 a ； 的正數値才能確定。 
如果把一個物體的絕對溫度 T 當作 R 變请，用鲼氏度数友示它，則我們 
所要討論的任何問題中都不宵需要妍究圯 -273 觅小的 T 的値..、相反 
地，鈍粹數學地給出的两數 y = u % V ^ s ™* 則對於.赍 y 的任意一個 
値，都可以完全伶理地確定它們的値，我們#:到很多逼極問题,要解決 
它們，實 際上必 須對於;7< ® 的任意傾，都能確定這個函數 的値。 

上 述這些 例子已經够淸楚地説:明了，自 變餚; !：的那些個値，徙.够合 
雅地確定出函數2/的對應植的那些龈値，所耝成的集合/完全要由我們 
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當前所討論的网題來決定。我們有時候根據實際的考 ® 來選定道樣一 
個集合，也有時候极撖純數準的考盧來選定這樣一個 ife 合。不過不管 
怎麽樣，只要我們硏究一個函數沒=/(幻，我們就應當搞淸楚那些能使 
函數隨之確定的自變 ft 的植所成的集合 jf, 敢丑在可能有—些疑問 
發生的地方，淸楚地把這個集合指出來。對於不在這個集合中的量疋的 
値而言，函數汉就什麽碴也沒有，因而可以看作是沒有定義的。也犹因 
此，集合稱爲已知函數的享学 

逋過0上的討論，我們就函數槪念的精確定義裏面必霜 
要提到這個集合 

，•我 們'就 kk：V •是跫《 •的 "確 •定’在•上_的•一•個•阁 1 數*。 

§ 4. 函數與公式 

因此，對於不管怎樣定襄的風數，在數學上來說，都是要建立一個 
，對於某個集合 jT 與的毎一個數 s， 對應地確定景 y 的一個 
4。_究 '竟 _用什麽樣的方法來建立遺稗對應■係…一 逞間題 ，當然铢有着 
很大的實際意義；不過，從原則上來费，其實 il 還是-■個 比較次要的技 
術性的問題。規定函數 y =/(s) 的最方便的方法,常然是在* e 的定義裏 
乾接指出，栗對景$施行那些代數運算, H 及按照怎欉 的次序 來施行 ® 
些運算,才能得出景 y 的對應健。作爲道種規定方法的與型例子，可以 
舉出簡單的公式如等等，利用道些公式可以很容易 
地從谭:$的任意値算出量!/的對應値來;间一類犁的規定法，還可以拿 
&式 . 

— 1*2 n , 

爲例，它對於所有正 整數竹 都確定了囷數 w! 的酋。 

佴是要用這末簡單的方法來確定 函數， 並不是 永違可能的;而且郎 
使可能，在鸾際 i ： 也不會在所有情況下都 合用。 像 Iga：, sins , col is 等 
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筇初等闹數，就 EL 經不能從我 們寫出 的公 式商接 问答如何從量 ® 的已 
知植乘求出扔之對應的阄敬値的問題」比如說,大家都知道，函數 P 
niiis 是用幾何方法定满的，這砘方法只能給我 例一种 信念，就是兩 
數 sin s 的確存在而 [1 是唯一確定的，佴是它一點也沒有 ® 接吿訴我 ffl 
應该怎搽来計矩3個函數的値，挺恫問題應該通過特別的硏究去解決， 

I 而遥個間題的解决，却遠非輕而蛣舉的事情，适從我們廣泛地使用僳 

| sine , wai lgc 等笠的-猛伸事 上面就 可以充分地看出來；事實上， 
迢残 发本#疋是列舉着故 1 ^： * 的+间的値計算出來的道稀或那種函數 
I 的値。一次付出了大 m 的勞力，把結果用列表的形式發表出來,爲的就 

I 是要免餘科學家與實際工作省再去不必要地重祺那些同樣的計算。 

埂在來羽幾個値得學習的規定函數的例子。 

m i. 假韓^代农不超過 r 的最大整數;很明顯，量*的任意一個 
链，^唯一地確定發2/的一惘値，搀句話說，景 y 是關於。的一個函數， 
适個函數我們逋常用符睫! >] 來丧示，例如， 
t [ 2 . 5 ] = 2 ， [ 5 :j 二 5 ， [>] = 3 ， [ — <]=— 4 

等等。函數在數論以及北他一拄數學分支屡面都有很大的用 
處。我們看到了，這個函數的定義是很捅單的，佴是记個定義中並沒有 
道樣一I固公式，它能够指出應該通過怎欉的 y 系列的計算從量 ® 的已 
知跡推 出景汉-!^]的對應値，雖然，也許我們還屉有可能 M 遇 a 用 
“游式”來表逹函數 ;/=L 幻；換句話說，用初等數學中通用的一系列的 
符號來农逹2/«1;佴是道稀公式對於我們硏究闲數!>]东說，通常 
並沒有什麽好處，最自然的還是依逋我們的不包念公式的定袭來進行 
遞硏莩。 

较 s - 稱爲數 ® / S 也是 s 的一個函数，在很多數 

論的問題中它都扮演费重色_;顯然，這足一個以:的词期 
函數，而且我們永遠有 mr 


0<3 - [ a]<u 
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m 2. ( fI 迪里赫 fl 函數”）如果數 Z 是一個有理數卽整歎與分數 
時,我’們令. ^)-1, 如果癡 X 逛一個無理數(例或3=允)時， 
則我俩令力(4=0。這樣定義的闽數 1 )(^), 對所有的®都是確定的 
(定義區域是蹵個敷軸 X . 我們君到，這個函數的定鸢非常簡單。-當給 
定量 z 的値，要找刀 O ) 的値時，只要用 f H 吁一種方法來判定疋是有理 
數或是無理數就行了；佴是怎麼镣來斷定一個數是有理數還是無理數 
昵?我們沒有辦法給出托何一^性的方案潘個間題的解法要看我們赴 
用什麽方法來給出數 ® 的。特別是數學家知遣有运爾數。存在，它可 
以完全精密地確定出來,但是 ifc 到今天爲 ih ，誰也還沒有能够證明它們 
究竞是 有理數還是無51數，換句話說，函數 JXx ) 的有一残値『£到今天 
數學家還計算不出來.當然，楹皆是這樣，我們用來規定函數 X >( s ) 的 
定莪仿然是完全有效的 。我們 也可以把函數 D ㈤ 用 ; 公式”表出來，換 
句話說，宽祓地運用在数學上通用的符號去把它衮出來，伹是這種公式 
在實際上幾乎完全沒有用處，适是因爲在大多數愦形下，迪里赫勒函數 
的宽要性質都可以從上面 ; ‘沒有公式”的定蕤簡單地推出來，而要想藉 
助公式冰說 明這驻 性質，不是完圣做不到就是要费很大的氣力 n 

以上适些例子淸楚地說明了公式(分析表達式)在確定函數蘭係時 
所起的作用。釦果這榧公式對於計 U [與硏究而 g ,是節眾而見合用的， 
它們就是在画驳的趼究及其寶際運用中的極可寶 贵的工具。 但是當我 
們找不到這稱公式，或者雖然有這褪公式，佴是很馥雜，看不出什膨$：， 
也沒有什麽啓發性的時候，如果還…定要不顧一扨地去硬造出道樣的 
一個公式來常作硏究函數的無價之寶，那就完全沒有根據了 ;事實上’ 
在很多情形下 r 沒有公式”的硏究是最簡單而丑最有效的。 

在很畏一個時期中(十八世紀全部與十九世紀初期)函數槪念是不 
可分地輿確定它的分析衮達式連接在一起的，分析表達式就從硏兜函 
數的有用工具變成了壟斷-■切的統治者^這種按照其性質說來是形式 
主義的趨勢 ( 因爲在遂裏，形式一一分析表達式 一一把 它自己的規律强 
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加到函欺關 係的贳 正肉容上面），在時 R 的進展中頑强地抗拒着，甚至 
到了我們今天也還沒有被完全剷除掉，特別是在應用科學方面 u 在§3 
中所述的舍藥豐常的，絲窀與外在表達式無關的，函數關係槪念的定 
義，其勝利完成通常歸之於十九世紀中葉，並且與徳國數學家迪里赫勒 
的名字速在一起。其實，在迪里赫勒以前荇干年，我們的偉大科學家 
h . H . 羅拔切夫斯基❶就已經非常 m 楚地®方主張這個定義了。爲了 
能够更淸楚地若出關於確 定阄數 槪念的 ©砘着 宽形式與另一種着重內 
容的觀 K 之間的差別，我們現在再东睪一個例 


例3.令 


| 一 1— a 2 ( ffi <0), 

y -/(«) = •； 0 ( SJ - O ), 

(1 十於 !'3>0). 


上式表明，衡於 * 的 ft 値 ， M ：/魈該用公式汉 = t 1 — S 2 來計箅，對 


於正値則應該用公式汉=1十 A 而對 
地=0則有 y = o 0 

從我們定義的觀點來看’我們驵 
然在這裏得到了一個對於《的一钫値 
(定義區域是整個數軸 ) 邡確定 j * 的函 
數。右邊就是這個函數的幾何蹋形 
(圃 1)' 

在不同的部份璲化時，要用 
不同的公式來計算我們的函數傲；适 
稀情呪，從我們的函數定袭的觀點 71- 
來，並沒有什麽關係，它一點也沒冇速 



背遺一事實，卽不管数 a 是什麽，部可以依照我們的規定得出 M y 的唯 


O E 早一些，提克數學宗浊耳 SSf 也有间樣的想法。 



12 數荜分析筒明敎柽 

一對應値。由此可見我們所得到的是一個確定的雨數。形式主義者旣 
然把毎一個函数與用來確定函数的分析表達式緊連在一起，就不能不 
歪曲地說:.當量 * 在不同的部份變化時，最 y 表成了“不同的函数”了。 

函數理論的全部歷史發展以及道横理論的實際應用都毫無疑問地 
證明了者重內容的觀點的優越忭。它把画敦槪念， 從形 式主棄者用以 
力圓使函數屈從於只是用东規定它的表現形式的公式的束縛中 ，解放 
了出來。 

這種擾越性，除去以_1：這秫一般方法論上的考廒之外，還取決於 
下述事實，卽：在自然科學與技術上我們十分經常（特別是在物理、化 
學、熱力學等等上面)碰到的函數，正是像我們剛方確定的(卽當自變量 
在不同的部份變化時，要用不同的公式去表示的)那種酎数。 

§ 5. 函數 的幾何表示法 

困數的雠何表示法（作圖法）的基本概則已經在中學.裏面學替過， 
我們在道觅只對运個問題作一些簡短的說明。 

所謂已知函數/(^)的圖形，就是庇角坐標 a 與 y 滿足關係式 
y =/(®) 的那補點的轨跡。如果函敦/⑷不太涅雜， re 的圆形通常是 
平面上一條比較簡單的曲線。對於 z 的 ㈤ 於已知函數定義區域的)每 
—個値總對應着汉=/0：)的!値， 适件事 贳有它的簡單的幾何葸 
義，那就显飪一^與線都與函敦 / o ) 的圖形恰好交 
於一點。由此可見 ，不具 有這補性質的曲線，一般說來,不能是變量 ® 的 
任何函數的踊形。反之，每一條具有适種性質的曲線顯然都是®的某 
一個函數的囫形，因爲根據函敦槪念的定義，毎一個從; C 到穸的單値相 
關性都是一個函救關係 Q 

函敦的幾何表示法對於函數的硏究具有#常重要的意義， 因此它 
是數學 分析以及數學分析的應用的一個弗常有用 的_1 具。從函 鞔的圓 
形上我們往往可以一眼看出函 欺的某些特性 ，而這些特性，當我們 去拼 
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究函數的分析表達式或者函數的表時，可逋 R 育 在花毁 冗趕的 計算之 
後才能够知道。 

miam 2 指出了, 該蹈所 代表的 函數侘 與兩部汾 (隨疋 
增大而)遞增，在％ a 2 , 與 a s a 4 兩部份遞減。如姑我們要想知道更詳細 
的犄况，比如說， 两數在 记一部份遞滅的詳細情呪，道個阖立刻就 



告訴我們，開始時(在附近)減小得較慢，然後就顯著地加快了 
(陡然下降）;顯然，在那部份阐數減小得更快。同岡乂指出，這個 
函數在 OW , 那部份增大得铗快，而在那部份則很明顯地要緩慢得 
多。就我們所討 論的部 份來說，函數在 Z =而那一點耽歧大的値而在 
那一點 則取最 小的値 3 我捫還可以淸楚地卷出，: 6 y 那一部份函數 
母正的，在那一部份是 ft 的, 笾等, 如果我們不用翻形而用這愐函數的 
表或莕它的分祈表達式'，則要想知迢瞩於它的 上述 适一切特性，大部份 
都要困難得多。 


藉助於闲數的幾何丧示法我們建立丫分析的硏究對象 ( 函效)輿沒 
何的硏究對象〔曲線)之間的密忉彌係 ； it 樋關係不槿在硏究道一個或 
那一個阑数的件質時可以用作 fft 觀的表現方法，而 fl ， 反過來，在硏究 
适一個或那 - ,曲線的幾 W 性質時，巧虫 A 通立-一整系列的幾何命題 
時，*&使得我們可以利用:數學分析方法的無盡寶庫.，以淺，我們會碰到 
很多這稀類型的例子。因此，從函數的幾何表示 這個原 1則出發所建立 
起來的分析與賤何之間的聯系,衡於®兩個歎學部門來氣都是有極大 
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' 的好處的 c 

要想鞏固地掌提函數的幾何表示法，必貊通過大蛩的習題演算才 
^ 讀者可以在 E . T 1. 捷米多維奇的習題集，第一章，§ 4 中找 到很多 
有啓發性的例題。至於挑遝那些題目來作，應該遵照教師的 指導。 

§ 6. 初等函數 

在斜學的歷&發興遇程中，有不多的一類两數，在各色&樣的問 
題廑面，都特別經常地碰到窍們，因此, ® 些函數就從大 最的各 種各樣 
的函數中被挑"選了出來 ； 而彳 t 先加以特別仔細的硏究，道不多的一類 
函數就是所謂冬亨$寧。雖然分析的進一歩發展把一系列其他更祓雜 
的函數引進到來，而且 it 些更祓雜 的函數 也同榛需要杼細的 
硏究，然而眾竞在今灭，初等函數本身還是分析的絕火多敷炅體應用 
的酋要极據；而且就是在其他那些更敉雜的函數 的硏究 中,我們照例 
也遼要廣泛地利用每類初等阉數的爲大家所熟知的怍質。道一類函數， 
就整個來說就是在中學裏所學習的那些函數的全體，固此我們沒有必 
要在這斑再來仔細地建立道呰初等函數的性質；我們只是把它們枚舉 
出來，略爲討論一下。至於 iS 些函數的特性的一些更細緻的描繪，則待 
以後更加以考盧（§24)。還要注意，我們很難根據任何 帶原月 IJ 性的特 
徴，把初等函數的全體從各梂類型的函數中區別出东;正像我們在一開 
始就已緘說過的， iil 不多的一類函數純粹是在科學的發屐過程中由歷 
史揀選出东的，一方面在分析内部作爲硏究其他更桡雜的函激的自然 
依據,另一方 商乂 成爲分析的絕大多數具體應用的 根基。 

1. 多項式 最簡單最容易硏究的一類函鉍關係就是 
+ + + ■■■ + a, l _ 1 a;+a n , 

其中* 是自變量，作是任意一個 fl 然數， a 0 , 《!，都是常數 〔多 
項式的“係數”)。如果已知量 ® 的値，要求量2/的傾，我們只麵 ® 與那 
拽已知常數施行一連串的技術運算（加法、滅法 、乘法 以及正整數次的 
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乗方)。反之，把任葸一迆市迠释:揉的運算：加到 S 與任盈的一拽常數上 
而去，其結果就是一個多项式' ra 此，多項式又稱筠 f 平莩¥譽;一 - 
“整， 1 足-由於我們所用的運算沒有除法‘“有理”是由於 ^4* 螽淪而方。多 
項式:之所以 足最簡 眾的一撺函數關係，铣恐 i ! r 於可以用最簡萆的算術 
述笕求它的値。就因爲适一點，在硏究其他更锃雜的函數關係時，我們 
常常設法把它們（雖然是近似地)丧成多项式的形狀，關於适一點，我們 
在以後還要詳細地諫得很多。 ' 

2. 有理函數如果對於 r 輿若干任意的常數，在前面說遇的算術 
運览之外，再添上，則 這些運 算的結果就已經足 S 的亨呼函數 （:一 
般來說，不是整函 i ：)\ r ; 阀數 


V 


■1+ 如， 


y = 


s : -U 

3 +i 


等等都是 3 種兩數的簡眾例子。初 tr 數豇面證明 r 好一個有埋函數 
都可以表成雨個多©式之商，換旬話 s ，可以寫成： 


芄中八《)與 Q ， w 都是多項式。趿多项式一^有项雨數也汉有迢個 
牦質，就是 ® 於自亂;》 T 的任意値，除了使 ( I ) 式内的 QO) =0那些値 
外，都很郑易計益 ia 個有埋函敦的碴對於使 5^)=0 的那些 r 的砬， 
由式 co 給出的有理函數恐不確定的」的缸，极本不璐於像我們 
在§ 3邋所確定的函數 yfr 定義 肫域' 例如，如汜汉是由公式 


給定的，則它的定義區域是整 搁數饳 ! K 是要除去^ i 及 S = — 1兩點,. 
3. —般幂函數所諧幕函數就是闲数 
y -^ X a 

其巾®是任意一個常數。 it 挿函數的性質與數 a 的箅 術性質有不可分 
的鬮係 D 如果义是一個整數,則沒是一個有理函數(岱《>0時是一個墼 
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有理函數)。如躲《 是一個 有理分數$ (其中 - jj 與 s 都是整數诹 
且永遠可以假定？>幻’則 



就是 z 的一個 所謂？ _(丙爲适裏對$施用的運算中，又加上 
了開^的。次方)。—已經不像有埋® i 數値那様能用簡單的 
計算就求出來。到了數《是無理數的情形(例如函数 
的精形），那榦更不容易計算 T ; 嚴格地說,我們甚至還不知道應該如何 
來定兹這種函數■於道個問題在§§ 17與24還要談到^ 

由形如 v = ^" 的公式給出的 函数， 位的定義區域也是與欺《的性 
質有分不開的關係的。如取《是正整數。那未整個數軸就是它的定義 
區域;但是當《是整數砣 JI «<0時，我們就應該從數軸上除去 s = 0 這 
一點。如果打=1而？又是一個正整數，則當3是奇數時對於所有的 
I 函數都是確定的，而常 g 是偶數時則只對 ®> o , 函數才能確定，常 
:而^與 < j 都是整數時,'詔衣不難自己考虛函數的定義區域是 ; s 
欉的/在《是嫉理數的情形，我們在§ I 7 就會知迈，它的定義區域是 
半直線5>0。 

4 .指數函數所謂指數两數就是函數 

. V=c ， , 

其中。是一個正的常 it 在 ut k 們要講到，道稲函數的定羡區域永 
遠是整個數軸:.以後我們還要學到這福两數的.另外一些重要性質，鏺 
崧,已知尤値(除击《 = 1 迢個 問❿而沒有意思的犄形之外），不能用 
•0：- 何一連串有限個 R 數運算去求出 y 的値。函躱 V ti 跸不是代敦函數 
而是所 ■;?—m • . •. 

©疋椅確地 tft 是這後：如疋 fJ 趑遥 r 的函數?/=/»可』乂 對上施 用有限個代數連贫得 
出來 * 則在代觖裏面巳粒說明過，一定芥逭拔 I -制含阁龆未知数的多項式存在, 
使# Pp ，/ ⑷）二0恒成立（卽對於仏如；] I 都成立 ) e 逋句話的反西足不辑的，換句葫銳， 
的磁有這铙妁多項式尸存在節函數/(出）砘不能 M 過①邛仔总有叹仙代敕運®峩出來 c 我 
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S — 篇 S ：函 數 

5. 對齩函歎涵數 

的定義就是指數函 數的反 兩數，其中 a 是不胃1的-崎 sK 的常編 f 這 
旬話的意思桄是說:就可 W 得到胃待更詳糊_，對 
於任总的一惘 ®>0, 郄有滿足闊係 ^-2： 的唯一的一涸骤 J/ #在；适 
個數 y 就叫做以 a 爲底時數；^的對數，並 R 記作垃以。跟指數函數一 
欉，對數画數也 M 超越阀齓除去 近個函 數的很 大的坪 論價碴而外，它 
在計铭技術觅也起 矜極： t 要的作川； S 個作用4:要基於适個 s 數的一 
個火家熟知的性質： 〗 〜（吵）^ 1 ☆ «■ + ] g a 札以任何一個汜數爲底時， 
掛敷_數的定尧都沽 Wf 線 s>o, 

«. 簡蹈三角函數所謂笳單三角闲數就是在中學教科書裏大家 
所熟悉的 H 角函數 „ 

；/ --iii：i a, :/- j( ch3 ， y = tgs , 

■tf -- ut j ^, y n vx s, •■/--mix x . 

a 苎函.数的一愧:®要性 H 就是他捫的周 — $: t.w 與 ctg is 以 Jt 篇 
別期，其储的函歡 w 加爲诗; i ® f , 的定袭區域是整悃 

數軸;両數 f : fr 輿 . 迎耍除去__卜―剁形式 
/ , , '! \ 

叫产， 

的 S ，.又函數 ctg 2：與 ( O ^ a ; 要除: i ； 下舛形式 
的點，其中 A 都 R 衮仟意蹵數。 

: 反三角函數一般地說，如果從3/ =奶>)可以得到5：=/(幻我 
躬就說函數餌 w 是已知函歡/仏）的一 谰反 两數。我們6經知道函數 

■^的 W 函數.佔 LHg 惝形，反函數是唯一的 ; ， 然而完全有 

•■ • • •• • ... • — — . • • -.-... - ._... . _ 

式 rv . nTy 上出忤■钗啐，就設:迓制函數足一個代數 
闽， ㈨ 此，代_脫 m - 貼 it 能抝川有 Gi 讪代數運这表出宋的咖 mm 栗更 加廣泛 

代鉸闽奴以外的函數都辟％孕穿， (對的** > o , a ^ t) f 
Bin a：, oo：:^, 'aroflini：, tirecofla? 孥会如么画於 e 
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道稲可能，就是 B 知的囷數可以有不止一個反囷數；例如函数* 2 顯然 
就至少有兩個反函數+1/1與— V ^, 闶爲從 y = + /5與2/= — 

一榛地可以得到《= y 2 。我們都知道，#一個簡眾三角函數都有無窮 
多個 K 函數;鼠些函數都稱爲作爲一個例子，我們來考虛 
正弦函數的反囷數族。 M 要^^二 十1之間的一涸敦，就有無窮 
多個® 的値滿足 sill 2 -^; 特別在 — I 與 +- J 之間可以找到道燎的 
一 ffi ®， 我們把3個碴記作出 .e Sin «因* J 此’ 


—晉 <are sin a ^ t sin (are sin a) = a. 

很明顯，函數 arc shis 的破 ; g ： shi c 的一 MK 函數。由於 _ sin a 是那 
迚芷弦等於 《 的弧中的一個，二角學吿訴我們正弦等於《的弧的一 ^ 
形式足 


(— 1 )'■ nre nin a + k^t , 

31 冲 t 是任意一個整數。闪此，甸--，_數 

(— 1 !Li-e sin u + 

(其中 A 是任意一個整数）都足:如 s 的; 乂阐 數。而 ft 所有這些阐數的 
. 定義區 域都是綫段 一 用相仿的方法可以確定並硏究真他節 
單三角函數的反函數。 

在以上 1-7 答段中，我們已經無逍漏地討論了一切的簡單初等函 
數。 .5) 外的初等函數都可以從馏眾初等函數得出來，或#^士於代數 
述兑[如 y = ^ —， J / = y〔KH ~ 2如:^，或者籍助於函數運算的 

“重狻使用” [*I^=3&C03S f ^==^(1 + 2^)^, 後界就是先取 自羧量 
的某一悃兩數，再取 © —悃函數的某一坰阄數等 等、， 從簡單初等函數 
出發把道视類型的泽算，不拘收出多少 M ，也不論用#麼次序，施行的 
結架就組成争亨初等函數 M,: 前面已經說過，一整系 M 的初等函數的性 
質還:要到以講。在道襄我們只是把焜簡單的初等阖数一一枚舉出 
來，其目的只是預先作一個全面的佴是初步的觀察。 



笫二章極限理論初步 - 


' § 7. 無窮小量 

我們在 Ft 然現象或忮術過枰中所碰到的 稲禅镘 玖， * &們變化的方 
式笊常足很不相同的,，要足我們對這秫秫不同的變化狀態，按照它們 
在赞際工作中或苫杯科爭硏究中出現的顺序，一個一個地來加以硏究， 
过梭衡待银物，顯然不迠一柯科肀的遛度。作個比方說，正像植物學 
家並不耍把眼前所夼的植物標本一 個一個 地加以硏究，而是耍 it 先把 
材枓加以分顇，把或多或少彼此 m 似的歸成一類，爲的是适樣就可以 
更進一歩就整個一類的植物來硏兜他們的忭質；同焙地，歡平家也應 
該設法把一切可能有的谷類型的頰 s 分成許多相常大的類，然後才有 
可能系統地來趼究這秫大類裏面一切货的&共性質:在沿错做的時候;_ 
數學家永遠是從设簡帘的對象來行手的，神足适楛，第一，經_驗吿訴 
我們， 在艾 一門科學成而 姑簡眾 的，常常同峙也煨電耍 
的；第二，在數學上常常有這秫車情，就是位簡帘的愦形硏究完畢之 
後，其它更祓雜情形的硏究，就徙很快而目.很究易地化成迠®设簡眾 
的恼形。例如在代® m 討論方样時，我們總是從: s 節贯的情形—— 
元一次方，程——開始，迓秫方程一方而在應用輿碰到的最多，同時，很 
多其他較複雜的問題都可以谥後貼沾到一次方栉。 

數學分析的歷史發埏吿訴我們，很多變化狀態比較複雜的變 谅的 
硏究，都可以敁後歸洁到一#:敁簡眾最帘要的變锖，所諧 - 窮小错 
秫類型的最，無論是在數學 邳論中或老足 在货際 腿用上 都 11 起'^如’是之 
大的作用，以致於到現在我們還常常把整個镘说的现論稱爲“無莳小货 
分析”或“無窮小量訐算'因赴，我們很打然地要來 M 先硏究适一類型 
的幾鼉。 
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試設想你現在面臨费一個然現象或抜術過稈，而在其中出現了 
某一個變量％ —般地說，在過稃遍行之屮，®將時而變大，時而變小。 

現 在我迥 假定，夺竽,孕孕,V，亨 兮竽冬 字窄，孕 z 

乎早特*—‘印_个*。‘讓_我’們. 把’這 •個 kk •弄-更“二 iik 
^^1^^^_^1士^^;/】_、的茁数，例如説0.00 ] 。於适在我們的過程屮， 
就可以找到這樣一個時刻, 在适 個時刻 B 後，我們永逾有 | y <0.001 。 
假如我們認爲這设不够小，而希错 bl <0.000001。那末，通常就還必 
须把過程進彳 f 得更 m 久一 m . 定還能找到迢樣一個時刻，在运 

個時刻之後’永速有！<<0.000001。一般説來，不管我們怎樣指定道 
個正的常數 s ， 在我們的咸桿中 ，或甲 或晚，.總可以找到道樣一涸時刻， 
在這個時刻之後就永遠有>! 0 ( 、 

如取一個缺 ccit ：. -捆給定的過 程中） 的璲化恰好正像我們上面所 
描寫的情形那樓，我就說這個显$是這個給定的過稃中的一涸無窮 
ff , 因此，我們 w r 下商的定薅： ' * • 

il!ift f s 在給定 W 過程中都 y 以找 

t . 

一 i - 在一定溫 ii ： 十，質 ft 一定 ft : j 滅癥的壓力 p 與其成 
K 比，*卽 . 

:， ⑴ 

其中 c 是一個正的常數。如梁我們無限制地擴大氣體的體積，它_ 
力就會減小；如汜過程進行得充分長久，掩句話說，如果把氣體的體 
精弄得充分大，那末极據公式 CO, 氣體的®力就可以變成，（並且在氣 
.f 遗繼镣膨腿之下還能够保抟着） f.r: 意地小。 i3 就說明，一定質 最的氣 
體在無限制膨脹 S —焖通稃中，它的遯力是一個無窮小量。 

2. 按照莴有引力定律，太陽 s 吸引着圍繞着它運行的珐屋疋 







災-诂 

-k — 




(斶 3 )， 所用的力 足 $, -t 是一涸止的常數，商 ■>• 是兩個天體的 

中心之問的距離,我?定现在所就到的 SMR ：出猓在太陨系範 
圍之内〔雙曲線軌逍）. w 後就無限制地 
離開 r 它，丙而在此 n 後，蚱显離太隖 
的跖離 ■>_ 就一 e 地 m 無限制地增.大」 

於是很明顯，引 /j $就要無限制地鲟 
小;不管我們指定的圯睽 s 是答麼小 ， k 
要過程進行得充分畏久（卽® m 離開太 
隘的距離充分的大），适個引力總能鰱到 
(並且此後永遠保持)小於 l 由此可見， 

相拷 起無限制地 遠離太 陽的遇稈中，太陽吸⑴ S 展的引力是一 ‘ M 無窮 



小敬。 

m 3. 在遞減的幾何序列 
" 1 I I 1 

. 2.， V ，…， "^ M ■ 


中，常 A 充分大時，銥《項就可以足 任意 地小。换句詰說，在數《無 
限增大的遇程中，，無舫小; iL 

更一殽地說，如果0<«<1，則當歡《.無限增大時，景 （1—«)” 迠 
一個無萌小耑。事實上，從 

( 1 — ^ ) ( j -h ^ 'l — 1 — 。 2 <1 

得出 

1 -«<，!-. 

1 + a 

而這就說明當》»>0時 


佴利用二项式公式:展開 u +4"，很容易湣出(1+«)">1+»«〔也可以 
用 歸納法直接證明）; 因此 ，當 u 充分大時，最 (1 + -) 11 nj ■以變成任意地 
大。而上面的不等式說明，這時，也就是當《 .充分大時， （1 -«)" 就可以 
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羧成任意地小，而适就是我們要趱明的。 

， 4. 在圖4内盖着一個平徑足1的圓的一郞份，其中 
r AD — DO — \ sin x I, ^AB = -^BO = > j ■ 

[g 線 ado 比弧 abo 要短一邱 ， mm 
說， 2|8ins|<2l：c|, 亦卽 |sbis!<|K|, 

因此，如果讓角 a ： 的絕對値一 iffi ® 小下 
去，我們就可以症它的正弦的絕對値任 
意地小。可見，在角的絕對値無_小 
的 過稃中 > 它的正弦是一涸無窮小贷。 

适個例與前一腕例不同的地方在於 sin* 

玆個韨可以是正的也可以是負的；不過 
. 道並不妨礙它是一個無痗小因爲按照無窮小量的定義，這一類型 
的變设僅僅與景的有阁。 

m 5. 東擺離麄 ‘ A 位界的偏度（圖5 ) 可以用角0來度 ®， 道個 
角可以適當地规定當偏到一方而(例如右邊)的時候 
A 爲正，而 M 到. H —方面(例如左邊)的時候爲負,如 

:\ 果讓翠擺 FI 己榍動 (不用彈黄或襬鍾來給它以動力） 

： \ 則由於機械 糜擦 力輿年氣的 PH 力，振幅就不斷地減 

/ \ 小。在這悃過稃中，景0—咎兒變成正的，一鈐兒 

-又變成 ct 的，而 . a 在毎一次改變符號時，都要通過 

數値恶。角々依賴於時間 f 的函敦關係的踴形，就 
5,1 5 是 M 6中所嵬的那條曲線(漸弱振動曲線)。隨着時 

問的前進，曲線的波的高度不停地降落下來一猶表明振幅的逐漸減 
小 ; 不管正數 e 怎樣小，或甲-或晚雜! fr 求到這樣一個時刻，在時刻 
以後就永迫有 | e | <^由此可昆，在這個現象內 ，角疗 是一個無窮小 
量二 在适®我們石到了無窮小最的這樣一純例 IF , 色在 變化中交替畚 
取得正的與 ft 的碴》 
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如果利用消花枭柯能谞的方法來雑持？.擺 的振幅 使之不變（刺用 
弹黄的.放魃或®:錘的 T 降），則灼依赖於時問的關係钛 要像闽 7所灰 
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示的那柯镲了 -( 非漸弱拫動曲線)。在 ig 種情形下~就不再是無窮小觉 
广；在時間的 進彳沖 ，的確苻時候 IN 能够地小 (®_ 予:是零; I ; 
fU 记如果《是萆■擺的 〔非 漸弱的 ) 振幅，就不# 土們等待多歴久，永遼也 
不會有那晓一個時刻’在那個時剌之後， 能够年孕有 叫<吾 ； 

. 比較以上所舉的 ii _ 些例子，可以行出,可以宵彳 i 不相闻的 
變化狀態。不過，雖然是逞错，我捫 w 後就& 石到，把它們歸納成一類 
來 紂論飛 莛是非常方便的一掩硏究方法。 

ItsK : 無聪小逆’逋 個術思，很難用別的東西來代籽，從歷史上否 
來，奋 i 沒有在任何一禅語 K 屮所採用的科學術治立商切起混亂。佴 
是适個術語其實迠令人很不滿蓝的，特列 / r : 教學上，适個名詞木身隱 
禽有被誤解的危險，在玷典冇必龙特別提酎讀片的汴造。“無诳小”适 
幾個宇，聽起來很搜; ii 戋¥所討論的诘的大小 & 特別足初學的人更常 





“ i ^ i 忽赂地小”這呰表連最的大小的槪念迚 
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在一起，分不 淸楚。锫是 不斟的；闶爲“無窮小”這偶術語，按照它术.身 
的定義，窄 f 孕表達量的夺个，而是表達它的自然，肢 
ill 我們把 a 二 — 型的 S ： 不“ 1 無窮小”觉而叫的:乾的 
話，那是更爲恰當的。 


§ ^無窮小最的運算 


在硏究我們适個無時不在鰱化中的世界時，辟以能够廣泛地運用 
無窮小最，在很大程茂上,是山於無窮小贷具有 it 韨的性質：就是把簡 
眾的代數運笕施用到無窮小 fi 上去，其 f , 愧仍爲無靱小量。現在我們把 
迢些性質歸納成幾條簡單的定埋。 

定理 1. /jjc 巧,孕寧 $/ j ,。 

假定* ^化士:^士…士；^，其中 a , 叫，…， ☆ 都是無窮小贵 
而《是一個定數。我們要證明 S 也是無寤小; i ： 0 

假定 e 是任意一 ffl 正的常數； 於是二也 S ： —個正的常數。因爲％ 
是無窮小，所以在我們的過程中,一定可以找到 這樣一 個時濟 I ，在® 
ffi 時刻以後，就永设苻 

1 71 

對於無窮小贷％也是一锘，在過程中也可以找到一個時刻，在 it 個時 
則以後，铣永遠有 

I "2 [ f 

對於％ 的甸一個也都有同搽的怙形。因此 S 的毎一項，就絕 

對债來説，或铲或晚到後东都變成永遠小於然而 屬於 S 的《個不 
冏的项來說，定們開始變成永連:小於^的時刻，一般說來，是谷不相阀 
的。不遇，好在道些時剣的個數等於項數' 其中.總有一個是最晚的。 
從记個最晚的時剔開始，所有 》1 個不等式 、 ‘ • • 


㈨ 
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都永遠成立，闶而把它 a 加起來所得到的不等式 

|：：1 i- ! ^ ； H - M Li i < n • ^ = i' 

也要永设成立，而 mh k 式的成立就更不用説了 0: 

i s i = j 2 ± s ； j ： |<2 |：i；,：|<s - 

h=l 二二 ] 

® 樣，我們就證明管 ti •:數^怎樣，在過稈中總可以找到 it 樣一 
個時刻，在 M 個時刻以後,永遠存 Mi <^ ; 而迢正及說明苋 S 是一個 
無窮小货，因而定理 1 Li 綷證明了。 

要進一步建立與餘的定理，我們必姒洱⑴遒一個新的槪念，一般说 
來， M 個槪念在以後栗&很大的作用^假定在览一個過程中我們碰到 
一個贷汉，如果有這榼一 m iH 的常较 h 乂作我 們的過祚中叶以找到道 
榼一個時刻，在 ii 個時剔以後永速布則我們就說最 ?/( 在道 
個過稃中迈個定義的木身很像無窮小贷的定義，佴是也布 
木質上不冏的 k >_: 在過程的進行屮，無莳小错聦該鰱成並 r 保持(按 
絕對钪來說)小於 ( r ' l ： 的汜敏，而 {!' 界景則只要求小於]£數。由 
此常然可以惟出：了亨亨誓个足-有 界说。 fq 是反 4 条 i4 就可能不 
對。例如;砲時問的進 h:A ® 4 ^( k ^* ir ： H 其他的.行 M ) 離開太陽 
的距離顯然足一悃有 界泉， fu 它不足一個無筘小贷。 > i 外一個択 h 當擻 

® 今格《捫採用數爭上通屮的 s 於东祁的綰 k 法： 

“m.Wm+i + .-) ,7 n= 

其中 饥與 \(別<，0 边 t [ '总整 H o ； r ( m<b :…怂汀:总的數 C 例如 

i ^ 

I- - Ll 

方示和 1 + ] . ] j 1 j_ 1 L 甘 

f p 、〆 p f V 

乂本 S 屮不畀式的极妹兄切冻代财盅的咎名法則：代数和的 M 對硌不起通各項轺對怵 
_數和 0 . 
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«無限增大時，是有界的(网爲永遑有！ Sin ^：<2),佴它不是無窮 
小旣（因爲不管 z 多木大，我們總是一次又一次地有卜 ins |= l ) 。因 
此,有界觉:應該認爲是一個比無婼小景更一般 ( 或 1 T 廣泛)的撩念。 

mm - 444- it ^ kM ^ v 是一個有 ' 

界说， k % - jiim — m k 的常數 > 由於 : ft v / 的有界性，叶以找到這樣一 
個正數 c 使得在過程中的某刻之後，我們永逆有 \y\<O a 另一方 
面 X tu 於 ； A Z 楚無窮小设 Y 在53—個時劍之後,我們.又有12： I <吾。因 
此，在 W 上雨個時刻屮較晚的一個到臨之後，不等式 | w <6'與 N I <| 
间時成立，因而把它們乘起來听侍到的不筇式 

I 呼 1 = 'M'\y\<^r (：J ^s 

也成立。丙爲數 s 可以 ft : 逾選収，运钛丧明乘積楚-.•個_将小量， 
遠就說明 T 定理又， 

因爲一切常黛顯然部是有界的，所以我們有 
推論 1. -的戒招是無齡小景， 

乂 Pd 爲我丄4 ，’部 •同 * 時*又有界敁，所以又得到 

道個命題貞法可因了'的乘積。如果量 
吻 ,^.2, 都是無窮小景，則由推論 2 ，乘積也是無網小景，因此再 
用推論 2 就细道也應該是無窮小鷇。用同樣的方法 
可以從 三個丙 T 推到 四榈 闻子的情形等等。 

因此,我們得到了' 

推掄 3 . 亨了竽个钱 巧乘稂 還适無 窮小: 景。 

特別地， . 

這樣,我們就看到了 , iu'iffiins , kW . / iki 诠意正整數次 
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的自乘等運笕，不管用多少次，也不管按照什麽欉的順序施到無窮小 
.贷上，結果得到的仍然迠無窮小注遵運筧中並沒有，其實 
逞妝不辽偶然的书情。兩個無肪小 s 之可能不苒足--個小量。 
事實上，假定帒《足-苽過甩屮的一惘無 * 小说。极據推論4,量㈤在 
间一過程中也足一個撖府小％,假定鸩 j •簡眾起兒，在 M 過稗中盘 z 
從來不等於器;則以個讣數 

iir fi; 

x ~ ^ " x 1 

的仔 K 一個郤 是兩個《莳小蝻之尚。第一個等於 s ，闶而足- j 個無窮 
小耑；笱二個等於 1. H 而 U 是-. W 界缺而不是旌舫小墙；诚後，第二三 
惝分數等於士；冈爲 ft 我們的過桿十！2=|带變到任; t 地小，所以^卜 
=I ^就‘嫩到忏蓝的人'肩句活說，愤去也鱿晶我們的第三個办數， 
不窮小说，而 R , 也不 s fr 界1 ‘ 

如 Hift. 某過跸屮的一惝陡 a 化_全部過样的進行中都 等於絜 ，則 
過裎的汀:总時剔都小於任葸以數 h fM 此，根谑無窮小馈的龙義，我 
們應該認爲货 T 足一倘 S 擗小带。 

卒咢呼 足迈偶過样中的一個無窮小 

Ro ... 


§ 9 . 無窮大置 

現作我們耍來討論 g 的《—稀截^狀態，道稲狀態就某稱意義來 
說，跟無恥小婧的麵化狀態恰好相 fx、 ： 

夺夺竽 P 學亨宁事 -..- {^孕1今 I 權不呀 Tl £ 麥： 4多 f a ： ,招 i 個遇祥 
f f+ ： i3fisi[^fjj ； }fi>}c3tt |*®| > a , 

就説设 《 _Ii(i；i 悃過阳中的)一脾無 ij ： 最。 ' ' 

* * ■ • •*•••• «#»»*_ 

R 此，跟艇窮小.缺一欉，無码 .人簋 完全足桉照 1; 的絕對値的性質來 
下定義的，與它的褅號一點也沒有湖係，所以輿 r 间時，量冋必然也 
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足旌窮火 ft 。 闕於無窮大量的槪念，我們必須 同樣蹈 ^注意，像§ 7附 
註所說的那樣，無窮大道個性質並不是指春大小而莒，而是描述變景的 
錢化狀 M 的;因此，如果把數値很大的.最這種槪念，與“無窮大 M ” 运個 
術語 S £ 在一起，那是不正確的。 

n 1 . 在§ 7的例2中，從太陽到彗星的距離 r 在彗星運動的過 
程中4： 一 個嫵窮 大谅。 

， 3 . 如娱銳角 z 逐漸逼近庇角，則在這個遇程中 tg a 是一個無 
窮大 t 乂_角=向 K 角逼近時也足一樣(這時 t g s 足負的)。 

， 3 ‘ iii 果整數無限制地增大，則（一 I )* 2 "是一個無窮大量（因 
MK - iy ^ | = 2*0。道個例子說明，像尥 窮小: ffl —樣，無窮大摄可以在 
遇程的進行中，無窮多次地鲅更它的符號。 

$ 4 -從§ 7 的例 S , 我們可以 f 出來，對於仟总一個常數«>0 
S ( i +«) '‘當時都是塒將大置。 

琨在進而討論無窮大量的運良兩個無窮大 il •之和可能不再是無 
萌大量，這可以由下述 K 例看出：如果: c 是一個無窮大景，則我們知 
迓 — 3； 也是一個無窮大量 ； 运兩個 M 之和永遘是零，換句話說，是一個 
無窮小景 0 - 

不過，我們却有 T 面的货要 

定理 I . 兩個量中，如杲一個是無®大量，另一個是有界最；則它 

* * * • _«*■«*»»« •*»•••• « * 

過程中， s 是一個無窮大董而货是一個有界 
盘，於 k * ，就有這樣一個正的常數 g 存在,使得在過程的某一時剥之後， 
永遠有 w < c ; 假定』是任何一個正的常數;芮爲 t 是無窮大量，所以 
在我們的過程中可以找到另一個時刻，在 ® 個時刻之後永遠有！勾> 
>3十 ( 1由此可見，如装遝掙兩個時刻中的較晚杏，則 在這個 時刻之 
後，我們鱿永遠有 


\ X \> A + G , \ y \< G , 



tJl 此就得 到® 
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\ x +y\>\^)~ \y\>A + 0~0 = A. 

因爲数2可以任窓大，這就設明了 s+y 是一無窮大量 5 
我們已經吞到，無恥大 K 相加，其和並不一定總 是無駁 大，佴是， 
無窮大蛩相乗，倒跟無窮小 it 相乘的情形一欉。 

定理 2. 兩個無窮大 fs 之锫還是無辟大 -M。 

• »«»•••*«*•**• 

對於證明适一類型的定理所用的推理方法讀者已經够熟悉 
的了 / g 此，我捫可以把證明說得簡略一些。如杲是巧輿巧都是給定 
的通稃中的偭窮大最，而 i 是任何一個 1 H 的常數，則從過稈的某一個時 
到開始，丨又從另一個時刻開始|：^> 〆 ：^，因而從兩個 
時刻的較晚者開始= IaI 這就證明了定理2。 

由此，仿照我們對於無窮小晟所作的那樣,我們可以用歸納法得到 

没要注齒— - 惫‘尖 

定理 3 . 中乎 a 孕-•唧筚乎予學亨冬个〶孕了愐無 

，尽字， Sjl 乎$孕了，字乎 f 亨聲亨哼’窄卒 ㊉ ，則 j ；£： 一個無 
m^kc .. 

* • 会證明适個定理 n 要注意到不等式 is |< e 輿不等式 1 >_} 售 
價，又當*任意地小時,+就任意地大< *" e 

§ 10. 趨向於播限的 S 

我們 EL 經硏究了货的變化狀.態的兩稀设簡單的類型——無限制地 
_小與 M 限制地增大的说， G 卩所謂無窮小货與無窮大砧。按照我們預 
定的訐丧，我們現在 ® 進而討論更廣泛的一類瘦化狀態了，在這裏我們 

O 透发我們用到 T 初等代取 患的著 Mfe 則：子 
之宠<1 
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巳經硏 究過的無窮小 a ： 將爲我們很好地服務。 

在 我們的 寶践中或者在我們所觀察的自然現象中，時常有道種惜 
形,一個變镜*無限制地遥近某一個 常* «-—這欉地逼近，以致當過 
程進行得宄分久之後，他們之間的差，按絕對値來說，可以變到並且保 
持任意地小。在這禪情形下，我們說，量$在 EL 知過程中以 a 爲搔限或 
寧1 - 我們把這件事實爲作 lim s = a 或 S - MJ 。 越雨寫法的:麵宠 
同。記號是由拉 T 字(極限，界限;的前三個字母組成 
的;不過按俄文應該讀作 “ np 明 e . i ” （譯者註，按中文應該讀作 〃極限 ”) (: 

從定通本身就很明白，在一個給定的過稃中， ift 怎不能有兩個不同 
的極限;事實上，如枭 S - 又 S - HIj 則在過程迤行中最與 s — 叱 
南者，按絕斟値說，都要變>]並且保 持任意 地小;丙而它們之兹,卽常蛍 
按絕對碹說，也應該在過裎進行中變到 並旦保 持任意地小， 然而 
适 K 有常 A = %時才有可能 u , 

桉照我 們剛才 的定箱， lim s = a (或 3—(5) 记個阅係式（萁中《必 
須是一個常贷)发明 d 適春給定的過程的逆 fiS M 個盖按絕_説 
要瘦到並 .H. 保持任意地小；&就是說费變到# H. 保持小於任意的正的 
常數。佴足具有這裰一柿變 化狀態 的是，正是我們前西定凑的無窮小 
婧，闶此我們可以說： 

^ I !.] M 1 — WS ^ t«C 或界換一神:說法，以常 

參 _) ，令.— 參# f /^一 •個’無•辑•小 •货。… 

1* 把一— ilt 蠱的物腊厶—4 •(; 度是 
的容器內。漸漸地物體變冷下來 (叭 減小）而燜_的水則逐漸 
瘦熱^ 2 增大）； A 與 A 兩倘量&這個時候郡無限制地逼近某一個平 
均溫 ! g t (：J\< t < i \), 所以在過稃的進行中 a - r 與 r 2 — r 都是無 
窮小_域。因而我們有 ， 

lim Ti^T, lim T,^T 
或 
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T ^ T , T ,~> T . 

例 2. 接連地把錢幣任意投酈次，記下每一次所娜錢幣的那― 
面朝假定在 "■次 投榔中，有次投出來的是國徴；隨若《的培大， 
⑽也逐漸增大。抨 驗饵拆 我們,如果錢幣在幾何形狀. h 是規則的，乂在 
物湘結撒上也是均勻的，則常投榔次.敦浪大時,阔徽被投出的次數大致 
佔總次數的一半，也就足說比第=接近於 j. 。我們可 W 認爲在實驗上 
L1 經箝明•.常《 無限培 A: 時，銮娛 



C 時而是正的，時而娃爲的)按絕對 M 來說，終歸要變到保持彳 . C •意 地小， 
換句話 説， 在役榔次數 Mm 增大的過程中，运惘遵數迠一個無窮小赀。 
因此，在我們的過程中 

r 或川 > 1 . 

- V , V - a - 

m 3. 如坻跫 a： 花某一倘過伟中适一涸 m 窮小飧，則 ® 友 = <H- 
+ bx + c ^ C 其中 a , b , c 郡公常數 1 在记 ffl,i 過择屮 W. «爲瓶限 t , 事實上， 
tf~a = bx + c ^, 义丙爲 s 是無窮小]^用§ 8中的定理很容易證明最 
fcc + iafV 足 一個撫 窮小铁， 

0 4. 如果在某 一個 過程中 V[ * 是一個無窮 小缺 ，刖 M s 以 i 
爲搔|4。事赏上，從過稃中 :!£- -峙刻開始， K <|，換句話說，$是一 
個銳角，拥而咖 a;>0 、因此從等式 1-eos%^ sin% 就得到 


OCl - co ^ : 


sink 


]+CCW i 


< sin 3 ^ t 


又因镓常^是無窮小垃時， sin S 也是 M 窮小谅，所 n 無窮小 

S*( ( § 8中定理2的推論4 . 闪此，介於 (! 與一涸無窮小儀之間的盈 
1 - com ® 也适無窮小觉， M 就犮明 ft 我們的過程中 


CDi X >1 , 

m b . 對於任意一個常數 oo , 常 w 無限增大時，最以 s 都 以1 
爲皤 fk 事實上，假定 e >0 是任意給定的;我們知逍(§ 7洳3 )當丸無 
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隈增大時，: i ：( i -«)" 是一涸無窮小量而量 ( 1 + o '* 是一個無窮大量;因 
肫對 於充份•大的\有 

(1 —f ： r<a<(i+s )"， 

因此 

l ~ e «/ a<j + e , 

或卽 

— 1於， 

這就筘明了我們的論斷。 

以上引進的這呰例子指出了，變鼠趨向於它的極限可以有種植不 
同的方式。例如在例1冲，: a ； a 趨向於它的極限時，不斷地減小;相反 
地(在同一例中)量匕趨向於它的極限 T 時，則不斷地增大。&例2 
(關於投挪錢幣的經驗），理論與經驗一致地指出^當投擲次數》逐漸 
增加時，“國徽出現率， , 時而大於，時而小於 X 也有時等於）去；在 
遺裏，我們看到 遠樣一 秫量，它在趨向於它的搔限時，隨着所考慮的過 
稗的進行，時而增大，時而減小。 

雖然當量趨向於它們备自的搔限時，可能有這樣顯著的谷種不同 
的狀饀’佴是所有這些贷 畢竞具 有一系列的'共同的重要性質，所以最 
妤還是把它們歸爲一類。我們現在就來硏究若干:重要性質„ 

^ 1. 年亭學 f 肀¥$亨爭 - Wtt ’ 夸亨宁了竿； If 乎 
m , . 

* spRJ - 假定在某遇稈中〜於是差是一個無窮小悬，因而 
從遇44 1 某時則起，因此，由® = 叶 就得出 

l ； c|<ktl 十 |k—«|<| d| +1. 

這個 不等式（右端 垃一個 TH 的常數）從我們的過程的某一個時刻 
起，以後就永遠成立；适 E 好說明，最 * 在已细遇程中是有界的。 

定理 2 . ^ ama > o , 

特，劈轉•亨、>0。 .. _ 

* _換*句 ''話&果一 個景以 [數 爲極限，則這個量從這個遇程的某 •- 
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個時刻起，以後應該保持是正的。 

假定&是任意一個小於《的正數(0<6<札因爲差软 ® 
是-窮小惫，所以從過程的艾一個時刻起 

l .z~a\<b ； 

网爲 a ; = rM -0 — «)，所以從道個時刻起 

2^0 — |S—O j >•« — 办 >0 ， 

道就是所要證明的」 

推論 I . fl < o ; 

㈣㈣ ， s < o *. 

‘ *4sft 2- ■ K-KS,X^f fpjMf 0^m T f ii$;flfe7KigW2>0,M 
«>0o *1 ffii J fivx'isV s<0 , *.[1IJ* G<0 ,* ' 

現在假定在某週程中 r — o 。 我們知道，這等於說 = sn 是一個 
無窮小量 : 於是得到下面的命題： 

定理 3. $亨亨誓个,聲0亨;孕， } X ±, 亨爲極限的 

m, f 孕序亨 / j 、 4 J . 

* 大的原則性的意義。它說明我們以前硏梵的無窮小 

M 是趨向於極限的量的一種持殊情形。 

與此相反，無溝大 ® 不趨向任何極限；丙爲無窮大量顯然不是有 
界的，所以從定理1可以推出，它不趨向於任何極限。 

亂我俩還有 

定理 4. 亨了喂亨旱乎學宇，$印 〒孕。 

要證明道 fkijg，R 須*注¥到•二二 ik ‘所要 ffl 明的® 係 1: 等於要 
15明差數 a - a 是一個無窮小量；佴是 a~a = 0 , 而我們知道（參看§ S 
的結尾)常藍零是一個無窮小量。 

趨向於梅限的最的進一步的性質，與這些最的運算有關，我 們芦下 
一節中來討論 窃們。 : 
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§ 11- 趨向於極限的童的運寘 * 

定理 1. x [- > a t r ^>- > a 2 ： ■. )〜， 則 

土…士％- >■ A 士 <t 2 士… =bAi. 

.. 這個定理通常敍述成：（:一定侗數的量的）代数和的極限等於極限 
的代數和。如果把定理的結論寫成以下的等價形式，這種敍述法就顯 
得更自然： 

=11111®! 士〗 ima: 3 ± …士] ima:,,, 

道裏必須這樣淸楚地了解：右端甸 -* 個梅限的存在是道個定理的不可 
缺少的假定，而 K 之，整個代數和梅限的存在則巳經不是假定而是結論 
了（因而自然也就是需要證明的 ）， 定瑰1的最完備的(雖然是較長的） 
文字敍述應該 s: 年芩，学孕肀， .g 邮:]«扣）宁巧哼- : 哪， 

•令今二¥印¥甲_對*於_以•後二 

甲 f. 從定埋的假定可知，在給定的過程中，所有下面适些差 

—= £»1，^2 — ^ « 2 7 ■ ■ , r ^ti — ^ti — 

都是無窮小员。根據 §s 定理I， 1 &們的代數和 奶士内士 …士办也是無 
窮小量。佴道個 R 數和顯然等於 

士 A 士 '■ 士 — （A 士 A 士 … 士 a rt ); 

由此就 [S； 接推出 

士 A 士…4化士£! 3 士… an T 

因而定理1就證明了。 

定理 2. 如果在某一■個遇程中 ^l—>^i, a^—>a 2 , ，-、則、 

2?i3Si '^n …〜 . 

先就兩個因子 0 = 2) 的情形來證明定理3。令 
® 2 - a *=«2, 於是 句舆 都是無薛小:置。由此可得 











^■1 rtj - f - cJ ' i , A = 七十介2 i 

'"' ^1^2 i" ^'1 'T -j - i^lO>> 4 

X-[C^^ -一 tEjrj r, —. (!■ [rt-.j； j- (1 ^tvi - ]- fVi(V2 - 

這個 等式右揣的: Ml 拟 这無 窮小以胡兩項报擴 W 定理2的 f 論1，而 
最後-一項根據忒定理的报論2 ) ， P 灿 i 报據如定坪]，等式的邊 倘右端 
是--個無萌小跛 ， 從而 S 個左端 也玷 一脶腌疝小帒徂是差 — a 而 
-2： 無窮小镟 的意藏 也就是 M 就滞明]*沿《=3時的定埋 
2 , fh 此出發推到«-=3,然後笠帶情形 SWWWffl 難。例如，假 
定而 ' >%而茳當《 = 2時的定埤2已經莳明 T ，钛有 
lim (2 ： 1 2r 2 a. 1 'i = lim Q'i ：； 2- 2 ''^ ;! "U-- iitn ;:s.iS，)lim % = l.im lim a; s lim 

而适就證明丁定理 S 的情 形。 

定理 3 .今卞 ®> c >C k 垃一侧常政，則 kca ~> ka , 
丙爲根據 sio mxzm : i 是定理 ^ 的丄個 Vf 接推論 a 

定理 3 的結論也可以詔成 

lim ^kx) = k lim s, 

由於此，适個定理也可以敍述成： - m'iic 

定理 4，如朵在某一個過程屮/是_彳€®*— Vk 定 kyf 然 

********* » 4 ** 4 * a «««* 

竽，良 ji 

* 個定理顯然是定珥2的特殊情形。 

從定现13與1立剔推出 

定理 5. 如恥个…+ £^_；12： + 0„显關於 a : 的 
任窓一惆多項式，乂在某一倘過程中則在短 M —* 個過程中 
P(z)->F(a) a 

0 .設 C 2 M - J 3 M - 5 X — I 2 。假如在菜一個過程中 s ->2,就有 
■P ⑷- > P ( 2 )= — 2 . 

以上我們還 M 硏究了加法、減法、乘法與 IX 然數次乘方等運算運用 
到有極限的: a 上的 1 唐形。吞 I 在我們要轉到閲於除法運算的定理。 
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數畢分 tt 簡明敎程 


定理* i . 如果在某一個過稈中 並丑 則莅這悃同一, 

• ' 片 先根據 SK). 定观 2( 或它的推論1)，從 a 手0可以推 出:從 

過程&女一時割以後 s 手0,所以 | 有確定的意袭。其次，因爲盘広一 a 
是無窮小 M， 所以從;®—時刻起，卜― a|< 音 M ， 從而 

|2：[ = | ffl +( a ：- a ) j 5： ja | — js —« j >|(!] ~~] d | =^-| a ] , 

於 s ^ 

1 < 2 
i-h i«r 

也就是 


這個不等式就明，在我們的過程中 fA 土 娃有界的。因此极據 § s 定堙 
2,盈 ^ 


是一個無窮小 S ，而适就表示 H =這欉定理6就證明了 D 

定理 7. 平事了 M 亭巧 r^a l7 ^->« 2 X 〜妾 (Uj! | 卜吾。 

證明可以士士 ^ kii ^ ▲去 A 2(™=2) 推出/ * 2 2 

推論.如妣？1>)與◊::幻是蹦於 r 的仟意南個多项式，如果在某 

了吧亭孕屮 ^-><3 ，冬仿 a) 于:0，則 ... 

. ❾;-.，.㈤ 

Qi >.) Q ⑷. 

因爲，极據定理 5 ，從; c->a 可得 Pi^V^PCa), Q( k )->Q( c ) j 所以 
推論的結論可以作爲特殊情形從定理7庇接推出來。 

定理 7 埂我們可以通過分子分卩励搔限來計器一個分式的極限， 
只要分子分母的 極限都 存在而且分母的梅限本爲薄就行。如果叱= 0， 
則這個定理對於辨究分式 g 毫無作用。 不 難若出，當％。0時，分式^ 





m an si 

要有極限的話 卩 有在 Q = o 的條件 T 才有可能。事 ff 上，闪爲 
= 所以，如 s lim o ; 厂:0 nij ai ™- 1 -^ 介:在，則我們根據定理2 

£? 3 Z 2 

( Ii ^2 ) 就有 

a t = lime：! ^ [im-- 1 lini ^ / >- 0 0 * 

^2 

因此,我們得到了下面的钴論， 

定理 s . -m if -^ k - m Mf / j ' f ：, 

. 

* '左樣的商，像 
我們 在弘岛召到的，可 W 具有贫邛不同的變化狀阳 R 此斟毎 — M 惝 
肜就^要诈特殊的研究。 樞 K 我們僅僙指出:适極變化狀態的硏究， 
逼柯對於筵一個或邵一 K 無窮小兑之比的變化狀態的硏究，我們後面 
就符石到，它足整個货學分祈屮敁饨要的問题之一。在本節之末我們 
要考 E 运類問題的一個 iV 體例 

在考邋 iiMMf 之前，我們要 先姥立 附個命題，它們對於變量極限 
的怙訃與贳際 W 总都娃弈常® 要的。 

定理 a 如® 並 . R 從過稃的某一時剥起永遠有 s > y ， 

* ■ ••*«»«■»**••«• 

R ； jfi > 7 > 

’ 關於记個定理的箝明只要把卽0定理2的推論2應用到差 a-y 
就行。 


定理 10. 


七亨―>1字孕令* 




⑴ 


又最 而與％ 在适涸過程屮郤趨甸於间一側極限《,則 Q * —定也以 c 


• . mm. ^ ⑴可# 


於® 


0 ^ ― Si 5?^ — 1 7 

I S ： —■ a；l I ^ [ C；2 — Si | ； 


( 2 ) 







as 數學分析簡明教® 

但是 Iim ( a ; 2 - a ： i ) = ] tm^-lim a ： 1 = fl-rt = 0, 所以 ％ — 《i 是一個 無窮 
小置。根據 （ 2 ) 置 ®— 听也是一洞無窮小優，卽 H >0。 佴是 

X ^<^ i + (^― Ki )； 

因爲又 a — s 广 >0,所以 i - H } + 0 = ( i ， 這就是所要證明的。 

定理10的價値是适拔的，在 H 體問 題屮， 我們要想求得極限的那 
個景\有時 A 有馥雜而難於進行分析的犮達式，道就使得我們的：!：作 
遭到很大的困雜,供是有時却容易證明帒$永遺是在另外兩個1:办與 
而之問，而道兩倘最具有簡辑得多的結構，於是定理10就能够發揮作 
用了：如果我 ffi 可以费明 ft A 與巧趨向 於同一 俩殛限《，則根據定理 
10就立剥知道道橡一來，我們就有可能求出景 y 的搔限而不必 
ifi 接去硏究它的葫雜的表達式了。現在我們就來#慮-*個运類齣具體 
例子， ® 调例子同時足無窮小 ht 之比的極限演箅的車:贺例—， 

問題.„ 个 f sl J - 亨- 

跡在，賊.求 w 调•極.限’❶’。 . . 

* p • »•■•«■•* 


m . 考虛如阖 s 所示的，普通三角中的半徑爲 
角形 OAG 的面0顯然等於 
音 sill a ; ⑽,它小於诏形似7?的而 
掰去％ 而勸 罔扇形的面嵇又小於 H 角 
形的面穑 

吻= 


的圆的一部份。 


1 sin a : 

2 QOi x 4 


因此，我們得到 



卽 


1 1 

- sin x coi % <； 

2 2 


1 sin a; 

2 f?CH 5； 


-土- < ^ 

sm cs cog x 


O 笃了簡贫起見，我們奴沾在拾定的過玛不等於苹, 




m-js sv 二牮極趿瑰 a 初步 


39 


佴是常=?- >0時我們有 (S 10 M 4 ) 於是根據定翊 6 就有 

( , 0 5^1„所以上面不等式的左端 S- 右端常 zoo 時部趨向於 L 因肫 
根抜定理10我們可以斷定 

J I ， 

，SiIl 3 

從而〔再用定翊6) } 常仏 >0時， 

在道衷我們 U 垃搏 *>0 U 典_柯闪爲比式在 
以代 S 時不改鏈.听以 無論 a r 怎锘趨向於岑 結汜都 是 一嵇。 

以上所得到的钻《，對於訃 3： B ® 表逹式:中 K 角 M 數的蛩的 
極限時有报大的惯値。例如，如汜 r 足無 窮小是，則分式 


- cr } i X 


的分 T 與分咕也郤坫 M 耳 MH 闪鸩 1-- w ^. 


sin 2 x 


，所以 


V- 


e*in ft x ^ 1 ] / fsin : 

L r OOH X ^ ~" - 1:;—刚二 { X 


佴是常 $-->0 時我們有 
所以 


eo ^ 

1 — co i a ? 
一 ― y _ 


§ 12 . 不同級的無窮小曩與無窮大量 


現在我們涔時再问到無恥小 V [® 無妨大敁來 H 它們的坪論作某控 
朴圯。 

假定有參 與在某 一個過稅中的闸個無窮小 .M r 與;/。 我們要 來比 
較他們滅小的快慢。爲此，我們考虛 Jt 式(爲簡單起 兒我們 總假定 
在我們的過程中，或至少從它的某一個時刻以後，《不等於零，所以量 



初 数 $ 分析前叼敎 朽 

^在任何時刻都有確定的意義)。有時候,可能比式本身還是一個無 
窮小爱，适類例子我們 B 緙在§8中屙到遇。顯然 道就农 示在我們的過 
程中，最2/不僅本身是一個無窮小量，而且與無窮小最 ® 的■^還是無窮 
小量，所以，假如我們的過程進行到充分畏久之铰， kvl 將只是量 W 的 
極其微小的 K 分。例如妒的情形就是 S 樣的 n 在這輔情形我們 
* 說量 y 是較 Z 亭枣亨亇平。或者倒過來說， 

現在踩定比式^在給定的過程中是一個無窮大還，根據§9定理3 
反比^就足一個無窮小量, M 就表示 z 是較3/高敍的無船小儀(亦卽发 
是铰 i 低級的無窮小贽)。 

最後,我們還要考虛一稱情形3在某一個遇稗中，兩個無窮小货 
之比 I 旣不無 PS 減小，乂不無限堺.人，而其絕對値介於兩個汜數之間。 
也就是說，有這樣兩個正的常數 a 與 b 存在趾得龙我們過程的某一蹄 
刻起， ’ . 

■ a< | i\ <h - 

mm , 這就袞示在給记的過程中铖 i 爿與! t 中沒有一侗能減小得 
遠遠超過其池 一惘。 在這砘情形我們就說货 a 與3/是间一級的無窮小 
$或 f 印 - ㊉ ，亨个，手 3 特別當比=在給定的迺 
不等易，_上’述犄形總是成立的。事實上，假如眞是遒樣， 
那末，頫然無誌 r «> o 怎馐小,從 K 一叮刻起 

| a | -叫十，， 

其中數 ㈣ -- f 與 I»I + S 沿 S 充分小時都是正的常數。 

顯然，如貼 

a = lini (?-)^= l ， 

則無窮小棗$與汉在地們的變化過程中，彼典特別近似。 ® 時量*與 
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y 稱爲 ivw 個亨 f 無窮小镇」無窮小_最 r 與 2 /的等惯關係 
記作： z^ Vo iif 二節•的 W 屈我 M 證明 i •無窮小景^與也 S 彼此等 
惯。無窮小谓:等價的槪念對極 m 的訃算有甫大的價镟。這個價値基於 
下述命題。 

定理 1. in ® m y ifii s 

X^->a VhWVj ^->® a . 

* * ，‘如’果 k -*4 i &趦 二遙“限,又如個貴的 fr : 何一 

ffi 無婼小闶子用任总一個與之等 fg 的無窮 小是代 替時，則經過代替後 
所得到的馈仍然趨向於同一掩 RL 
要證明定埋1只栗注贷到：從 


V 

m = •■■ a:z 

n ; ' 

就可以得到 

]im ( j /：0 = 〗 im (-【) nm (； K ) = l.a = ( T . 

常計算這個或那一個衮達式的梅限時，定理 I 常常給我們以這樓 

的可能性，就垃用較簡艰的無萌小!茂代替适個丧達式的個別與之等價 

的無婼小闪子， idlt 來简化我們所提出的間題的解決方法。例如上一 

節设後一個問題的解法中我們可以在表達式 

, sin 2 * 1 

* 1 ! — … - 

1 + (ios x - of 


屮，极逋 sin K - o ；, nt 挂用# 來代萍 這樓―.下 T 就可以寫成 


Jim 2 /=^= lim 


1 + 003 x 2 


就是适個閗保式: sin 也 使得我 們可以一 FT 求出像下列這樣 
的稱限 O 是一個無船小 错）： . 

" sin 2 ? ” x ,. 1 1 

iim 』 = JlTd —7 -- =： ] mi ——— ■=_•_• 

妒十如 + W+S 3 

以上我們考庞了您與在同一個過程中的兩個無窮小 t * 與 y 之問 




4 S 数.學分析防叨敎嵇 .. 

的兩柯關孫： 1) 其中一個是較另一偶高級的無窮小 M ; 2) 它們是间 
級的無窮小: a (特別惜形是彼此等價) u 然而适爾柯關係，對參與在同 
一遇程屮的兩悃無窮小筮 來說， 遺不是它們減小的快慢（表現爲，無]^ 
小的級)之間的全部可能的關係。相 M 地，我們考臌過的那些情形 M 是 
敁簡咿 最弈易硏究 p 情形。一■般說來，南個無將小货之比 | 可以是非 
常®雑的。例如^ i 在過程的進行中可以時而變成任意地小時而又 
變成仟意地大,並旦 远雨稱 現象吋以一再地發生，74至於無論遇程已經 
進行到多久還是這樣。在道褪情形我們就旣不谣說景2/ ( 與 * 比)是較 
高敍的,也不能說是較也級的，同樣也不能說是同一級的無窮小量，而 
不得不認爲 ® 2/與 z 在其滅小的快慢關係中 亨咚孕 f 寧竽邏輯 
上來說，我們應當認爲正是道穉不能比較的^^普 
寶際上我們常碰到的,倒 tt 往是我們以上考處的特殊情形中的某一種。 

到現在爲止我們在 1道一節 ® 對無窮小量所講的一切，都可以經過 
一個相應的然應該如此的改瘦之後，就搬用到無窮大量上來。假定 
最怎與^/是參與在某一個過程中的兩啤無窮大最„如枭比I還是無擗 
大最 ，則” 就是較 y 高級的無窮大 M， 而 y 是較《低极的無窮大量。如 
果11|從某一個時刻以後永遽介 於兩個 E 數之間，則 T 輿 y 是同一級 
的無窮大量，如染在給定的遇程中存在而 a 不等於零，則 j： 
述情形一定成立。特別如果,則説 a: 興3/是等價的（相抵的）無 
<^ vc 當計算極限時，無窮大量的因子,像無窮小量情 
形一樣，可以用與之等價的無窮大量來代替。 

無論是在無窮小: K 或無 K 大 g 的情形，不声在質 M _ fcC 高級、低級、 
同級)而且在數量上來怙計這•些景的极,時常是有用的。踅可以 像以下 
這樣來做。選定不論 ，怎樣 的一涸無窮小 M , 設爲 a 來作爲標準。於是 

凡與^同級的無窮小量都叫做一級的無窮小量❶，特別像每一個與 a ； 

一_ _ 一._^ • _ 

❶我們提酞—下：如果 在耠 定的通程中從某一個時荊双後永道 ^ a < Hi <&•其屮 
«輿6都是正的常齩，靱汉訧與^同软 e 
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等惯的姊 窮小诘 就都 足一級 無窮小 K : 3 E 次，景护《及凡興之間級的 
说都 hi [ •败一-級的黾，--般甸-‘闹铒 < 间 M 的最叫做^級的無萌今量， 
北中《 ^ 卜一 個》洛數.對於無舫.大说增大的核吋以 a % 全類似 
的定袭,， - 

*. 茌前一節太解答的問 S 3 屮，如果以無薛小读 w 爲標準，則盘 
1 - CO * K ^ -個二級無窮小 d 
m - 2 . 假定 

y — aix ^ 1 - f - ^ - h h ? 

其中常數 «1, «!, ■•■, 不爲本 . 而 lE 數％，〜， ..， 叫滿足關係 
iH < n ,<---< n ^ 於迖 1) 如裝；=是櫸準無窮小显，則. V 是叫級的無 
窮小姑； 2) 如果$是把氓施莳大則 y 是他級的無窮大 M 。 

在木節結束的時候，我們還要介紹一杻非常方便的符號，所有還 
拃符號在近代數學中6跸廣泛使用荇。它們將在以後給我們以極大的 
方便。假定 vm -^ 是參與 在某 --個過揭中的甫悃镟，又假定$永速是 
正的(或至少從給定過裎的某一時刻以後永遠是 〗 ii 的 X 於是 1) 如果 
比式=在給定的過程屮边有界的，則我們記作 
y -^ 0 { Z )^ 

2) 如果比式^在給定的過程中是一個無窮小 M (卽 f / 極限零）。則記 
作 

y - v ( x '). 

顯然，從 V = o ( x ) 可以推得 = 0w), 仍 是反 過來不衡。岱然，這 
兩個關係式的成立,必忠要有一個完全確定的過程，而敁《與 y 都參與 
在遺個過挥之中，一般説东，在 M 外的過程中适同一個: ffl 係式就 tli 往不 
洱成立。 

m 3. 假定 z 是一個 無窮小 發， ： fi『j 

. x 2 -o(a:) 3 

6 X -\-^ 2 = 0 ( x) f 
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2 3in^~0^) r 
1 — ㈣ 3 = (3) ■ 

m 4, 假定 r 是一個無窮大％，則 

阳十⑽ 2 = o ( w ). 

m 5. mnm ^ 的仔:何錢化狀態，從 y -^ o ；^ 可以推出 
反之，從 s > 0奥2； + ?/〜 S 也可辺推; M 少= 0〔 E ) u 

例 S . 在給定的過程中《：是一個雒莳小:逾這件事可以 g 成 

■ 

£；叫 1); 

類似地，關係式 

I = o ( s ) 

表活在給定的過程屮〜-是一偶![(的無锊大最，而關係式 , 

2 = 0(1) 

齋乐在給定的過祥中骨 r S 有界的 .. 闶此，我們已經否到了，符珑0與 
0使我們能够在某撾愔形下，非常滟單地來描寫道一個或那一個资的 
鰱化狀亂‘ 



第三韋極限槪念的精確化與推廣 

I 13. 過程的數痤描述 

在前面各節澳,我們所討論的一切及，都宥作是叁與在某一個確定 
的中的，我們妍究的對象，就是道些晃在玆俩過程中的變化狀態。 
我到過在一個 U 知過程中的不 M 的亨―，也 fr 區別過亨〒-亨時刻 
輿^^時刻」整個道©說法旣 M 眾明並 . R . iA 枭助我 
士以下的正確觀念，卽微學分析中的.贫要槪念(變 .. S 、 函敬、搔 
限)都足從對容觀世界的觀與砰究中產4:的。佴是，儘管如此，在_ 
f -巧奉 中，每饨說&句還辭要逆一歩加以褙確化， M 爲妇 I 純說 ii 
ki “灸過祥及其不同的防刻 基本 槪念，应沒有 K 正的敬岑的定 
葙。我們在前面利用道苎槪念時，並不怂 指任 何嚴格碲定的數學對象 
來說的，而只是指那性趿我捫 | !常經驗相雒繫的、爲大家跅熟知的 K 覺 
觀念东說的。要想成 爲眞正 的饺取 W 究!^贺象，好一®過栉就應當精 
確地數學域加以描述，求擺脫那呰沒有褚確定義的 < V 糊觀念。适欉的 
描述必須是适些槪念的抽象形式的與刻劃性的描述，沒有這稱描述，仟 
何數學理論工作都是不沾進行的」 

’ 當我們觀察在以龅谷節泼所討論過的那些實蹬的或純粹數學的過 
耗時，我們容思注忘到，過稃的迢種製爭剠 釗或抽 象形式結構，對於不 
间的過程，時常讨能是_不同的。 

佴是，有一■個特點却是我泗前此觀秩過的一切過程所固有的。竹 
先把道個特點指出來，對我們來說非常®要,， U 個特: a 就恐任 M —個 
過程的不同的時刻，都是用某、-個變设的一 •痄数値出來的，而€個 
變显的筠化就垃 S 個過稃的眞實 ® 義。因此，我們狠灼然地把鉍個變 
货叫做适個過程的: f 孕。下而用一些例子來說明這二 K 。 

(4 fi ) 
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m 1 . 在§ 7 的例 3 裏（以▲爲箱《項的篾何序列），過稈就是序 
列的士碼《順次通過全部然數刈 (™ = 1,2,…)。我們把數《的不同的 
値就岬做道個過稈的不同的時刻， 並丑以 《的較小的値相 當於“ 校早” 
的時刻，較大的値相常於“較晚”的時刻。》的任意一個 ® 數都叫做 
“銮與”在 ® 個過稈中的量。特列,像我們現在道個例了-裏所考虚的: 
就是道檻的一個函敦..、敷 n 就是道個冽衷的 “基本 ”變量„ 

m 2. 在§ 7的闽I瘼 c 在定溫下氣體的膨漲），基本縫 i： 是有已 
知質4的氣體的體積”。過稈就是量 W 的無限增大 t 過程的不同的時 
刻就是置〜的不同的値，跟前一個例子一様， t 的較小的値意味着“較 
早”的時刻，校大的値則是“較晚”的時刻。供是和前 例不同 的是：在前 
例中;I只能取整數_，而 li 错^無限增大時則是連齩地璲化着的，位通 
過它 q c 的化兩 惘做之問的一 m 中間値。我們也把 w 的任 何一個 a 叛 
笕作是“參與”布 ii 個過程中的黾。特別像我們在§ 7的例1裏所考廬 
的景？ ，就是迢榼的一個函数 

m 3. 現在我們來考虚:由芷數^無限制地減小所形成的過程。我 
們就 挹忠览作是运個過辟的基木變 it 忠的較大的値箄作是“較早， , 的 
時刻，較小的僦是“較晚的時刻，卷與在 s •榈過程中的量就是^的 rt 
H —個函數，例如 l + s +^ craa : 等。在适個過程中的基本靡最，不同 
於以上所考虛的雨個范本變最；它不是順次增火,而&遂漸減小以至於 
趨向於容的。在§ 10的例4裏，我們已經考鹿過#與在這個遇程中的 
景 cos a ; 的性質„ 

總結以上的討論，我們知道，從數學的觀點來看，每一悃過程應該 
沿作是這個過程 lr 基本赛裱的一串數値。挝個變贽的不同的値就是 
迢個過稈的不同的時刻，或界 ill 個過种 的較早 的時刻常對應於轶小的 
値，較晚的時剔常對應於校大的値 ，或著 是剛好相反，換句話說,就是适 
個過程的基本變量或者不斷地增大，或者不斷地 減小。 基本變量的任 
何一 •個困 數都叫做參與在這個過程中的量。 
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我們到况在爲止所碰到的過睜，其共同的特點就是 W 所說的這 
梭。現在要問，從形式數嘐的觀點难苻，道些過程究费可以怎橇來彼此 
區別呢?如果兜擺股 is 些過稈的 S : f 際内哲，而 H 談它^的數學站構，那 
未，如我們所荇到的，它們彼此間 只能 在基本變景的性锊上有所 M 別。 
运就是說，基本變 M 的.變化狀態確吏了，或者說刻剧 r 過祥的数學本 

而過？ h 如我們所知可以是很不相同的。只上我們作爲例子 R - 取 
m f 過裎的三稀類母 l 其野，除此而外，還吋以有許多其他更®雜的類 
型。例如我們讨以有“沘合型的過程”,其中.某本變请時而跳躍地變化造 
(像第一個例子一様），莳而迚鲼地變化卷(像其他兩個例子一 樣乂佴 
是，對於数學分祈來說，以 上考® 過的那些龆型，是$本的，也是显逋要 
的，我們完全町以只限於硏究 上而 所舉過的那?秘馘丙此，我們以 
後永迪吋以把過枵荇作足某個本”變镜的一串數硫，這個變或者 
以自然數爲其値 （ 卽不斷增大的跳躍式的鰱化），或吝迚紹地龊化，通 
過一切中 間數値 „在後一秫犄形,它可以不斷地增大，也可以不哳地減 
小。如架它不斷地增大，則它又可以蚺限制地增大，&可以始終保持有 
界。 當然 ，對於不斷減小的變 S :, 也有類 M 的兩種可能性 3 在所有以上 
談到的近珥惝形中，®本變:《的麵化性苡完全確定了過槐的數岑類型。 
雖然 M 呷類型可以耔多裨多错, 柯對 於整個數學分析來说，正如上面 a 
經指出的，只兜考慮我們所刘 來過的邱少 數幾個商單類垩就完全够了。 

s it 棰限槪念的精確化 

在箔二章枭我們讨經 ii 欉规定，如果卷與在蓝一惘過枰中的 S y 
與一個常數6 之盖 y - 6攰在 U 谰過程中的一個無窮小公，我們就說儀 
vvii > 筠它的極限。丙此，在彳 rw 情形 T ， 拖限的槪念邵通過 M 餌小最 
的槪念而有 r 確切的意 a 。 佴是，怎搽的 - k 我們叫做無窮小泉呢？我 
們也甘經規定過 ， ffm il-Me 

苧’予竽字 '^kkkVj：, ¥--*fflskV：£ 
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像在前節盈我們已綏指出的，用沒有描確定袭的過程以及它的時刻道 
柯合糊觀念，所形成 的這棰 說法,是不_能使我 們滿总 的。 饵是择 在我們 
LL 經知道什麽是週程的正確的數舉含義了。因此，只耍不用基於此_ 
的含糊的名，遇杩”與 U 刻”，而分训代替以明確規定了的相應的数 
學槪念，我們現在就完全可以把 M 萌小足 的槪念（也就是說，搔限槪念） 
弄得完全精確 了；' 本茆的 fl 的就在使極限槪念精確化。容易預料到， 
對於 不:同 類型的遇程，我耑要引進不同的說法 u 丙此我們必須對前 
節中所列舉的過程的每一個:艰本類型，分別引進不同的說法。應該注 
意的是,我們以_前的不很精確的搔限定義，正出於讫的不嚴格，倒可以 
對任何類型的過楛作統一的敍述。就鹿這操，我們在第二章虞才有可 
能根觼适個定義，對具有任何数學構造的遇程 ，一 下子趙立起全部的極 
限理論。 . 

I - 序列的棰限我們考慮基本變最《順次通過自然救列0=1， 
2,…）的過程。我們 Ll 經說過， Q 然數抑的任何一個函數都叫做參與在 
這遇程中的货，例如士^，平徑爲1的圓的内接正》角形的周界 
等等。現在 設叫是 任意的适樣一個函數。在給定的過程中，道個量依_ 
次取下列數値： 


t ? 2 ， …， （1,卜 ... • ( l ) 

現在我們兜把“量〜在給定的過程中趨向於搔隈《 ”逼句斷語的; a 義 
完全精確地榀齡出來。 

我們知道，這個躜語原來的意義是逼樣的:無論 e >0 怎樣小，從過 
稍的芄一時蓟起，不等式 I 《|0都永速成立。佴是“'從過程的 ® 
一時刻起〃這句話的意義是什麽昵?基本變贷的不同的數値就是我們道 
個 S 稃的不同的時刻，《愈大，對應的時刹愈晚 3 闲此“從過程的某一 
時刻起”适幾個字的精確意義實際上就磬•'從數《的某一個値％起，對 
於一切大於％的値' 因此，我們斷語的精確意義就可以說成:如果不 
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i«„—do s ^ j^k 常然，道個說法此 

我們 wift ■的定’義¥齒 — iC Aii ^ frV ^ f 山，它 tL g 全擺脫了那 
苎規宠得不够明確的名詞(“過程'’以及它的 “ ti 雑 in , 而 u 包你沿意義 
椅確的槪念了。所以這揺確定的豳限槪念，對於建立嚴格的馼學理論 
來說，已經完全旮適了 

在我們現在所討論的這一型過程屮，我們經常不 tr 函数而說 
成《數列”〔1)。在 a , r ->^ 的犄形 ，序 刘 （1) 稱爲是，而数《就叫做 
它的梅限。假如 fr: 給定的過程中〜沒有保限,我»'说序列⑴^!：。 

基本變岛^在過栉 中無限 坼大记一事實，常用記逋 装 a 
咨吏精確一-苎，用 九 - 〜 佴是龙注意，在這忠，記號—並不像 
普通那镒衮$趑向於某一拽限，时辟 骶限 坩大的 s 不可能有極限。於 
是，整個“序列 （1) 以數櫧限”运句諸(它的褙確意莪现在 L 1 經爲我 
們完全揭獬了）就可以簡革地用 記谠 表示 作： 

Urn fJr ) — itt , 

tl —^ uu 

hx 

^r >a (n-^oo). 

釭兩極爲法郤旣能完全衷達出我們 lit 接闊切的帛钙 （Um H 或 
〜-以），又能指出纪個車寶在其中發，{#；|)尔個過秤 (/i->oc) 0 
例.用心來^1幾 i 可厅刈 


2 7 4 ' S 

的最初〃項之和，我們就得到 


，2"， 


於是序列( I )成苒 T 河 iSfT 




1- 


2 J 


,1 


齟然，我 ffl 有… — 出贤上，闪爲 


■II 


'T 
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所以無論^>0怎樣小，我們可 以取叫 道镟大，使得& < f ， 於是對於 
任何 n>n 。， 我們祁得到 


| — 1 | 

2. 函 ft 的眾遏的棰限現在我們來討論第二枰基本類型的過稗， 
也 舍是基 本變贽^運續變化， M 過一切屮間數値的過程。這個瘦量吋 
以不斷地粤火也叮以不斷地減小，同時它可以保持釘界,也可以 變成無 
窮大 （ 卽絕對値姆限培大所有 运一扨 不间的怙形，都霜要一個一個 
地加以研究,不過好&處理它們的時候，有許多共同之點，踅使得我們 
的解釋可以大爲縮 短。 在一切情形下，參輿在給定過枰中的量％都是 
基本變货1 ‘的函數2；二/(3),而我們的 { n 務就在於去阐 明“景 g 在給定 
的過程中以數6爲極限”逞句斷措的精確意義。 

先從正的$ 本變母 Z 無限增大十《0®的犄形講起 3 這秫情 
形非常接近於我們剛才所討論的邯一砘，所不同的僅在於适裏的 S 是 
通 過一忉 中間値而增大，而某本鰱癀 ™ 則只能取墼數値而I因此，跟 
剛才一樓，“從過程的某一時刻起’㈤句話往运裏應該是說:“從變量 r 
的某一個値」起，對於一切大於 -4 的値”，斷洁 

Hm y^b 或 y->h (a:~>oo) 

37—> W 

的精確意義就瞜該是：-事平譽 e 誓寧个，學亨了 ㉒ 平等^ 令夸，砬得 

^> A \ y~ b \<e 惫.^：立 3 . 

条金本變：鼠》是 ft 的而 J 1 ■足無窮大贵時 (>— — 0°)，也就是說 a 是 
负的而其絶對値無限大時， y 劝错個阑係式 pj 然有兒幸類似的定 
袭:關係式 ■ 


lini y ^ y~^b (^-> — 00 ') 

的意義是: f . 辱 K >0 (13 兮卒，竽捋對於 rtM 


O »或的寫法 H 若示记 r 的概限增大，並不这: V 的铴化是迪枝的通是珙 
拟的。所以相瘛的 SI 化狀您必須在謀文裹每次特别說明。 
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a !!^：* ;; 

現在我們來砰究¥本^边迚給變化(或 V ?不斷增 火或押 不斷狨小） 
同時始終保持有界的愦形。到第叫 ® 麗我們將抒知道，适秫姓《=將無 
K 逼近某-‘個常數 fl , 並 Ji 以《作爲它的殛限。如姑「,1^是不斷增大 
的，則它一定是從小於 q 的値—邊(“左"邊)逼近《的，通常 ® 們把道 
件啦 作： s ->« - 0, 如 SU ' z 不斷诚小，則它常保持大於〜從大於 a ^的 
做那一逨(1广_邊)逼近 a , 我們通常岛作 ^->«+0, 现 fr . 先來孬第一禪 
情.形00, : C - >、—0)。 

道時 ; ‘從遇程的剗 起”这 句話的盘盖顕然垃 …從鲟 显％的某 
一個値 《 — 5<«起，對於它的一切更逅近《的 M ” (常然也小於 O 。 璐 
眾地説,卽“對於一如范足不等式 ([- Ss ^<« 的碴 f 因此斷語 
lim y 二 b 或 if- ^b {^; ->a~Q) 

t --> a—o 

的椅確意袭如下:， _ 6.今:夺_，年得 

仿地聞明斷 J * . _ * _ 

lim 2 / 或 y ^b ( x -> o + 0) 

jc-^-a + O 

的精確 意義， 得到的結架和上面迠一:欉的，只是不等式 a - S < s <« 
忠要 換成不等式 «<«；<« + {„ , 

這欉…來，對於數學分析中所忠的一切某本傾型的過稃，我們都阄 
明了極限槪念的精確意義。我們還要提醉 -- F , 就是扛馆二章裏射一 
切頬翌的過程統一地保索到的全部轱果與論證，對於我們極限過程的 
新的更精確的說法，當然 S 站完全有 效的。 迠玷冈爲這呰新的說法砣 
不與我們雋的定義抵觸，在一切情形下，都沒荷超出珩定袭的施圍，而 
n 是對各柿可能的情形給以更淸確的規定璐 r „ 

我們還要作個補充説明、，假設參 與在某 一個過 裎中的 量沒並不 
趨向於任何極限，而是無限地增大。例如，假定我們談到的是 ^ a ~0 
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型的過程,那末我們當然就寫作 \ 

y ->+co o a — o ), 

佴是适個.寫法的精確意義.究苋是什麽呢？按照講過的一切，我們可以窀 
無闲難地答這個問題：予事 a > o 冬亨$，$參亨這榛的一個 
5>0,粵亨 iV ® 芋+今竽 fij x , y > J •都•成•立*。 . 

Bkhkmm , 給出在我們_討_論過的任何 k •型 •的過 

程中，關係式 ff — + oo 輿发 的應有的粮確意義。對讀者來說，锺 
是很好的總習题。 ® 


§ 15- S 限槪忿的推廣 

在前節中，我們充分討論了的搦限過程的那兩稀類型(序列的極限 
與函數的單邊極 ffi), 正像我們已經指出過的那欉，是數學分析的基礎。 
阁爲以後我們會碰到的一钫其他更狻雜的類型，都能够歸結到這兩補 
最簡軍的形式 „ 然而要想亦〜切惜形 H 這樣.的簡化成 爲可隘 我們現 
在還必須把在一彻 a 知過程 中趨旳 於一個極限的货的槪念稍加推廣^ 
我們從討論一個簡眾的例 r- 開始。沄個例子給我們指出了堪種推 
廣的必要性及其應循的途徑 (； 假定我們所考慮的過程是一個矩形的周 
界 r (“基本”變景 ！） 的無限減小，迠:奥，矩形的形狀可以在运過程中讧 
意變化。因爲以 p 爲冏界的姐形的毎一邊要小於 | ， 所以周界爲 P 的 

紐形 的面賴 a 常小於 f 。 佴是因爲 JW 0 時，顯然 ^ 0 ,所以在我俩的 
過程中（卽當 P — + 0時） Sf 秸 S 是一個無窮小量。因而我們可以窝作 
S 40 ( p ^ + o ). 

這個閲係式:的精確意縷通常可以； if 定如下:不論 f > o 怎 fj 、， _ [有 ia 

f -7 i ® *>o s “ ♦ • 

椒是，迢個剀 T-iii_h^|p] A 長們 - 冬羞止 Vf 論 • 過 W* — * 切。不間 

O 捷来多雑奇的敝學分析習題®，笫韋,分析引 lii , 習班 849-852, 



之處在於浩周界？>給定時，矩形的面秸 《 珂 KUK 無窮多個不同的碴:闪 
西爲我們 Li 好把 p 石作我們遇保的花本秘 I 乂 
w 输左 ▲丄 總足 m 參 w 在已知遇辟中的 m r 解爲從本輟3 
的阐敷，那末巖格地按照我捫的5 定满 來說，我們就不吋能把 s 作爲罃與 
在我們過程中的盘，更無從諕到它趙向於什麽搔阯 r 。 我們适 個姑的 
他在過程的甸一個給定的時魏卽對於 m _ p 的#-，粒)，都不鸽確定、 
■ m 楚，不笤怎麽樣,以下的事贾却總是對的，那就是如汜矩形的煳界 p 
選得充分小時，總可 W 使矩形面招 s 0 r^-ff 
了 ¥ 部成爲 任;^ 小。更褚確地參争 +，* 

到道檢一個 s > o , 使那界 ><私的托何拘而 b ’ 。隨’足 *4 二 

* • * ^ ■ ** • ■ *** 4 *»td t * • 

因此，關於關係式 


s->0 (p->4 0) 

通常所了解的精確意義，在我們纪個列子屮完全適用，雖然 s 
函数。—來，第二章中所 i ® 的一般理論的一切命組，都適 jkA 像逛 
一頓的極限。我們只耍把“逛與在 a 细過程中的量，當幾個字的數學合 
葙加以推廣，然後對 id 類廣袭 的訣來定茬趨向於極限迢一槪念就行了 __ 
我們所舉的例 - _ f , 十分沾楚垲据出 f m 應當怎镒來做。酋先,我們現在 
都叫做毖與在 il 知過程中的 .迓卜 只要對於茌本變贤 忠的 
卽過程的 { i -时給.定的時刻说 y bj ®4*> g .- tl 

我們以前彳 m 總兑诈是 * ■•的幽 k 的•規-定'， 

舍4的規定的一個特殊恼形，苡們 以要讓 以汉對於:益本©贷3甸一個 
給定的値，所可能取到的那#値的集合，永遠 u 由唯一的一個數紐成 ； 
就成爲我們的特殊惜形广> 税在爲 J " 確定起見，骰定我們的過程龙 
-~> a 40 D 在這個 過程袅 ，斷捂 !iray = ?> ( 其中2/是在我捫推廣丫的® 
義下的一個銮與在這過程 中的； d ) 的精確意義鈿 T : 聲亨 f >0 怎撩小 f 
*— 】啓了$ S >0, 寧， ㈣ 竽 a 與 ct + S 之—啊 -Xh 
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f ! 乎竽 亨厂字 if 夺 ： 

ly ~ oj < e . 

假如這個條伴滿足，我們就爲作 

j /— ^ f ) ( 0). 

函數的雙邊極限現在我們要謂關於我們剛才引進的廣義極限槪 
念的應用的一個重要例子。迢個例子說明我們赝充後的理解在数學分 
析的最初階段就 E 經有用。 1 

假定最 y =/ ⑷是另一個诘 Z 的函數，又假定景 J / 的値可以任意 
逼近一個數\ R 翌贷 Z 的®充分逼近另一個數 d (佴 Z 不等於 a )。 
現在我們 li 經熟習像适一類斷浯的正確意龚:無論 ^> o 怎樣小，總有 
一個 S >0 存在，使得 to < k -^< s 時，永遠成立。用符 
跪來纪就是 


y—b (js-d'^+o )； • (l) 

根據我們所用的那兗符號,上面的寫法衷示餚 \ x - a \ 是所討論的過程 
的基本揍镇，而最沒在迢過样中以數6爲拖限。佴是對應於基本變馈 
卜― ( tj 每一個給定的傲 \ x ~ a \ =«,货《有兩個不同的値 $ = a + a 與 
® = «，一般說來，也钛有货/的雨個不同的値 y = J\a + a } 与 y 二 
/(«-«)<. 因此 ，對於 .甚本變逄的 ff :- -個値《，姑2/可能取到兩偭不同的 
値，因而不是适個$本變發的面數。 / i 滋奥，根據我們極限過程的廣 
義理解，就吋以舄出龆係式 ( I ) ，旅聲稱:當卜 — a | -> + 0時量2/以數& 
爲酿。 

不遇，我們經常把 |K-fflj^ + 0 的過秤.寫作 «->« 的艰式，於是閬 
係式 (1) 就應該改寫作 


(^®). (2) 
«->« 的寫法奥以前的 a ;- hH -0 不同，其目的在指出量$在 
給定的怙®下逼近 a 時，並木一定是不斷地增大也不一定是不斯地減 
小，它可以改 變它知 化的方 A ,特別是它可以變得時而比 a 大， 時而又 
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m %域 .-榀阢楙念 的化 
比 c 小。汐 m 我們 以上呪 描述的 G 2->« 時 显：/的極限 ，通 常稱爲闽數 

* ^;湿 一 F ， l 沿係必 iff 征確 s 義如下： CH ) 亭 f 个， 

S ! 有亞锘的一 Wls > o 存在，使砂對於滿足 o <# - ai < s 谢 ‘ r 誼％ 

\V~^.<^ kk^&^i. . .... 

哉们 s 士 個 ffi 要的 w 忠 ^mx 

雙逆 極阳 ，必须而且僅识雨偶眾邊掖 m 1二 J 詢2/都存在，矗 

*，•* •*•••••***** :?.^,; I (j * »r.i-G • • * • 

-11 -iffK ^壤寶上， K 定 f >0 是給定 m 

lim y ■- b ^ 

刖《 於充分小的 s > o , 從 《<_ i—«_<s i-smrm iy -- w <〜 何是如 
果««.卜5, 那衣常然滿足 ^-0'<«,杨句 SS 説,滿足 | j /-6|< e 。 
运 锐說明 r ^- vfie ^ fo ), 完全同檔地可以设明 a —0)。 反 
過來，取定已知當 L >« + 0與 Z-^U^O 時，郜穷 r >b, 於是，無論 f >0 
怎锘小，緦可以找到运错一阅 Si >0, 岱+1時，匕― i >|< e ; 
乂可以找到一俶^ >0 : ^ d s <: i ;<« 時， \y-b\< & , 如沿用 S 來記 
數 SjifS , 宁較小种 - i ? i | , KIJ 1 ;：； « - 0 < ： -<« + 51^0 ) ^,我們就得到 
iy "6|<«; 逛就希明 f y->b ( ㈣ 、也就完圣 _. f 細的瞄港》 
适慌，我們 ti 筠吞到，變散4搜邊迢近極 HU 的 M 择，定全 M 結 
到山眾_逅近 a (^hki + o 興5：，-0)的情形。迢是説明 K 們在这14 
中 ffi 出見的 iS — 子。极據那個葸見，數 .，分 析中所夺应 

的一切釦型的過桴，都可以站站到我捫在朮兒硏究過的那 f # 褪基本類 
型。 
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§ 16. 建立竇數一般理論的必要性 

在已知過程的進行中取不冏的値 ，姑 變:最的特徴。毎一個這欉的値 
都是一個數。比如說，當 空氣的 溫度從 5W 上升到10%〕，則我們自然 
認爲在道個過程中，它遂漸通過從5到10之間的數。佴是“'一饵 
數”是什麼意義呢？我們指的是娜些数呢？顯然不数:例如會有 
道樓一個時候溫境是《5__ (] 的 3 那末能否說是“…切驛数與一切分数” 
呢？ 


一切整數與分數（正的、负的與零）組成所謂 f 爭譽 ® 合。存苋術 
與代數也 K 於這些數的硏究與運筇巳經詳細地遊 Aik h 保是這些數 
是苏 a 經够用來测迠一切在我們對外界的硏究中靳迕■到的景呢？ it 
個問題對於数學與精確的 r 然科學來說是有很大的意菝的 D v. 在古希 
膙(大槪是畢達哥拉拖學派 ) 就已經有了卓越的發税，知道對很簡單的 
幾何作阖來說， 就已經 必爾切進不是有 J® 數所能够結確 測* 的镊。道 
類問題中最簡單的惜形是大家都知道的：假.如 ifm ：^ 负形 的每一腰都 
等於單位莨，則根據畢達哥拉斯定理，這個三角形的刺邊的敁的平方應 
孩等於2。但容易證明平方等於2的有埋數及不存在的❶。所以，如 
果我們只限於有理数，我們就不得不認爲我們所說的 h 角形的斜邊的 
莨是不存:在的。 不莴而 捫不能作出 R 樣的結論，网爲任 M 度最幾 
何都不可能建立 在這镒 的基礎上的，因而，我們不得6承認，客觀组赏 

O «£定有(|)*=2,.找謝; ?' 到 y 3 =27> o *^- P =2 V , tf =2 V , T ' 與/ 

爲 f 數《 於是 

j) a — . 

而辱式 p e 二釣 11 既有 了矛厝，因烬 左端 苫有 a 的®次輥而右瑞則总奇次 
■ ( 56 } 
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本身不允許我們 卩限 於有理數集合，而边使我們增添一類新數，這稀薪 
的数我們稱之爲我們引進1 T 作爲第一鸺 M 檔的数，所謂^ _2_ 
就是年方等於 2 kk ' 其 Vf ， 寅彳 mi 人新數並不是什麼難半，不過，如 
见就 u 迠运'掩引迤 - .，新數完事，那足沒有多大意蕞的 s 如果我們希 
货引人的新數眞活成爲數系起公将的一 . a ，我們 就并先 應該確定它在 
软系屮的地位,卽確定究楚那些+背埋躲小於 r l 邢些大於 〆 y 。 其 
a 我們设應謀规定關 於以苎 新數的一切運算 〔芨 注盘我們還完全不知 
■ mm I ：2- m .-! v 〖 2试操的表達式有什麼意義）並 a 滞明' 
运拄運兑服從於在冇理數上的運兑一糙的規律(例如 〆 2+1=1 + 
+ 1 y id - 妨卻足讨以做钿的,雖然 黹要付出大® 的勞動（由於我們 
所捉出的丨 r : 務的帘翌怍，値得我 m 付出远様的勞励）。不過我們現在就 
兑作钻一切我 們罚; b 槪做好 f =识足在另外的場合， w 外的幾何上或物 
珂上的問題 X 要求我們引進不方等於3或5之類的新數了。毎次都要 
引逝一必像我們 ffl 來快| /_ 2成爲一個合格的數的說法，顯然是解決不 
r 的間 题， 佴铣算我們找到 r 一秫方法，用統一的說法一下 : f 把所有 
u 然驭的半方极都侖格地引入了数系（這無疑是可徙的)。在補入了這 
些數之後，： k 們的數系仍泻是逾不完備的。如果我們要农一個立方體 
dmn , 已知其體秕爲 2 nv ^, 我們就不# 不還要 引入 4/ j 。 甚至於就 
览我們把彳 t 何有理數的仟河次根都引入 r 數系，那也 s 不够的。 一 m 
而， 我們要 择农 的數,往往 是某個巳知方程的植；實際的考擦吿 訴我們 
适 様的根應 s 存在，而埋論上却乂可以證明 在我們 上面已經有了 的有 
理數與無现數中， 還沒布 it 欉的根。於是我們又必須引入新數，把它 
ift； 接定茜爲我們 方程 的根。 ：淚 .R 對於它我們又要進行 像以前我們對 
〆¥ 所進 行的… H 另一方面 ，撥 .初等 的幾何 問題也食直接引起這 —* 
傾的闲難。 在:¥方 而 .，確定 宇徑逋 1的 Mifti 稻的間 題是大可注意的„ 
大家都知道，我 們確定 這面嵇爲内接(或外切): [£ 多角形的面 •蕷 當邊數 
無限增加時的極限。 我們的 K 蹙觀念與我 們的實 際漘要都迫使我們不 
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得不承認這個 SK 的存在是無可懷疑的：事實上難道我們能同意像 M 
這樣簡單的圖形肾报本沒有確定的面積嗎？要是連像間适欉 H 常碰到 
的 H 形都無法測量它的面椏，我們的幾何學又迓能發生打麽作 用呢？ 然 
而，近代數學,已不可反駁地證明/，在我們前面所詖到的一切數中，包 
括所有代數方程的根在內，是沒有這様一個極限的、：於是別無他法，爲 
了圓面穡的测跫，我們又 R 好創造完全新的數，然後 ® 新進行以前 已經 
萆次提出的那耷說法，把這個數作爲命格的一 M 引入到我們業已很廣 
泛的數系中來。這個新數不是別的，就是衆所週知的數〜 

以上道 些例子已經完全足够說明我們道樣的方法在埋論上是不科 
學的，在實際上也是無 法實祝 的::我們以上方法的要點是:當現有的數 
不足以解決新間題時，我們就對毎一個這棒的新間題引入新數，找出它 
們在？ S 有數系中的地位，規定並酐究它們的逑算法則，一首以蔽之，滹 
了使它們眞正成爲合格的數而進行必要的一切。這個方法的不科學與 
不現實, 充分具 有說服力地說明 f 逮立巧5^._：—般埋論的絕對必要性。 
必須袈定一條產钜無理數的一般原則，它的 1 "特_ 殊’情 就給出我們以上 
所討論的一切，它應該能够槪巧一坊歷史上已知的道一類例子，並間時 
能够保 ffi 我們已經無耑再东引進任何新的無埋數. a 然，後對於這種一^ 
方法所產/七的數必須在一般形式下引進一切必要的規定，使得在以後 
,運用這些數時能够像在初等算術與代數中運用有埋敷一樣。祗有這樣 
的提诖,才能算是用利•學態度來斟待我們所關切的問題^ 

全部這個工作當然不是數學分析 (: 它只討論量的録化)的任務而是 
數論的任務。然而 tiii 間題沒有解決的時候，數學分祈不得到鞏固 
的邏輯基礎。事實上，正如我們在本節開始時說過的，一钫變量的値都 
是數;因此如果我們不先芳淸楚近代數學究竟處理一些什麽槩的數，以 
及這些數的集合有些卄麽欉的性質，我們甚至於杻本不可能若手.砰梵 
蛘最。在本章以後的备節中就要敍述一下這個數集合的近代理論的一 
個簡單辕廊。 
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§ 17. ji 纜統的建立 


1. 常我們用普通的方 ii : 來近似地計算1/了時，我們得到這愐數的 
-邵江似値： 

«u = I ； —1.4 ； Hi = 1.415 ds — l ili} ■■- 

适®链中的甸一個都 li 相里數（:有限的十進位小數）， 故丑每 一個大 
於它前 面的一個 t 至少足等於它前面的一個）。 U 些數的毕方趨向於 
數20: 

cl -> 2 ( n -) oo ). 

mn 不可能趨向於仟何 ffgiij) 悔限。 n 爲如见不然， fis 定有那樣的 
極限 A 我們知逬從 ^ hlm \ 佴因爲 al -> 2 } 所以 W = 2 U 

铽就发示肖以有一個有理鉸 ■)’ ，它的平方等於 2 ,佴我們知道這是不疋 
確的 

因此，現在擺在我們面前的是這樣一個序列： 

r -hj t + - 3 **-, ( I ) 

其中 ‘ O 」 o , 1， t …）那是我 fflti 經知道的數；這個序列是換 
句話説，永泣有又间防 m 個序列沒布有理擻的榀 bL i 們 
引入新數(無理數） 〆 y (按定藏; a : 半方冻於我們好像塡補了有 
埋数 域赵# ft 的一個 _4—[ U : 我們新數的使命， 是要 允仆&有理數集合 
屮並不存在的遞街序列 u ) 的極限。 

引進無拽數*時的情戈和我們剛 m 寫的情況 -j '分相仿。設半徑 


O 承莨 J ： ，數〜屮的每… M 部有以下的性甘，就是®如 ft * &的十*&的蛏後一位數 
上增加 I fif ■到的》的 T 5 ■方就大於1 ;VrH 

0<2-oi<^„+ -a«= ^； +( r J- H )"->0 O—~). 
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&學 分析 簡眄敢® 

爲 1 的面的內接正 《 角形的面精爲 S 則馼 

■■■, S » ，■- (2) 

紐成一個遞增序列，而數#在幾何上就確定爲這個序列的掻限。這裏情 
况比較有些祓雜， 闶爲一 岐來說，面賴如不是用有堋數來表達，而是用 
無理敕牵表達的。不過，這些數卻是最簡單的無理數，不難用自然數的 
方根表達 出來。 因此我們可以認爲面稽是我們巳經很熱帮的數。遺 
就表示序列 （2) 不佴在有理數的範圍內沒有極限，而 a 在面 趦〜 所猶 
的較廣的一類數內也沒有極限。再引入我們的新數 A 把它充作遞增 
序列( 2 )的極限，就好像在我們賊到视在爲止所已知的數的總體中父塡 
補了一個堪白，因爲這個楠限分明不是在我們甜鹿所已知的數中的。 
現在假定給定了任意一個 

■n, 1..2, « 了 1» (3) 

我們首先應當分則兩褪情形：一橄愦形边 r „ 與《同時無限增大，另一 
純情形是有這樣一個正數 G 存在，對於仟何 W 我們 都有。 在第 
一稱情形黾☆當時是無妨大黾,逛就說明它不可能趨向於任何 
搔限。因此我們集中我們的注湓力於第二神:情形，而且要記住目前除 
了有理數外還沒有任何北他的數可給我們利用 f 在這神:情形下，序列 
(3)是亨等$可能 巧存列 ⑶以有理數。.爲極限.例如序别 



是遞增的，有界的而且以敕I爲掏限： 

r,,;l —士 - 

佴也有可能一個有界的遞增序列沒有忏何有理的極限，例如，逼近 
數値I 的序列 ( 1 )，顯然是遞有界的(一 忉〜 < 2 ), 佤间時，如 
我們所知,却沒有有理的極限, . 

現在我們規定(跟我們引進無理數〆百時一樣)亨寧爷{^哗亨了, 






G：l 


o 起二 ‘ •令命和 

^(• m ' nkkmkm：t^. 前 m 歸定 jt 所右 A 
隨碓定的诫理數的總骶，的碟 tt 有某禪完橱性，卽除 
了桉照我們的规定所破定的 m<\tm , 我鹆以 後 Li 餒不用再引逆任何 
新的數 f 。 

2- f ^ J - ^〜= ( 1 + 乂 )’■ (化 u ，. 0,於垃— : 切數如都是有 

116；；^ = 2, I = ^ 我們要明 iaffiU 改列 私，足遞增 

的而 h . 适布上界的 .： 根漶二项式公式 ，玟捫 》 r 只得到 




1 y^N ： r ；； My^ 1 4.\ ^h-d x .i 

f " / ^ V v. } ^ i ： T ^ 

h ：- 0 b = l ' 

7 } 

__ 1 ( X 1 " /l 彳 —:"u 」 h W — 广 I- .1 … 

’ 必以 :！ .乂 ；i. s a .;， ' 

h- I 


同樓， 








"■]}■■( 1 


⑷ 


(5) 


jt 校公式(: o 與 o ) 的右端，我捫 n 到公式⑹的和巾的甸一租都大 
於公式 U ) 的和中的斟遛項，因爲把《換作《+1時，⑷式屮毎個诂孤 
内的飽 IH 然:要變大;並 _ fL ⑸式中還多出相當於 i = w +3 的一項。所以 


o 在木® 之木， 我 m 特說叫 s ® 際上琛足柽陡槪；&的定茨 0 








fia m 裉分朴簡明数稃 

踅就說明数列是叫其次，對於彳 I 1 意的” 從公式 ⑷可以 得到: 

n 

«,<i 十2杀， 

知二 I 

又因爲常^>1時顯然有 pm 

- «'< i +2 3 ^ = i + s 2^ < i +2 li =3J 

A =! ^=1 

這就證明了數列如冏時也菇 n 乎的。所以，根據我們採用的康生新 
馼的原則，我們應當認 isa 個—個（有理的或鳐理的)極限： 
lim «„ = ^, 

更進一歩的分析可 K 證明數《是一個無理數0,不過在 ii 奥我們不能 
講到了。我們以後會石到， a 個數 s 與數#一樣，迠數增分祈中最® 
要的數之一 O 我們將在本教 程的許 多章 ® .裏遇到它 ;i 馼 e 的十進位小 
馼的開始幾位鈥字是： 


不言而喻，我們的現定還 n 玷 在無理 數一般理論的建設事業中的 
第一步。一切有 p 数與一切极據我們的原則產生的無理敦總稱爲$ 
m , 實數全體組 k 的: m 旮叫做寧手^ ia 個連給統就盐一切“連綾地 
-化荇的通所能取到的 is” 的4燊：連鎞統理論的基本間題可以播述 
如 t : i) ;i 安徘”實數笕合的“膨 r， 卽確定在什麼條件下兩個實數之 
一大於、等於或小於其他一個； 2) 確定任何實數問的一切代數運算； 3) 
趙立适些運笕的法則所有遐些間題都被近代數論 解決得 _i •分满意， 
在我們擴犬了的數域盛一切運算都絲亳不差地服從於像在有理數域褢 
同樓的法則。而且這些運算的可能性在這裏變得更 廣了： 例如在實败 
域裏我們可以開任何數的任意正整數次方极 (ft 欺的祸夹根要除外，因 


o 換句話 a , 數列 a 有有理的 
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爲它得到的 不是怎 f 数而足虛數，我們在适奥完全不考虚虛數)。在數學 
分析的教程忠，我們不可能分出地方來充分發抨适個理論，不適我們必 
羽把它的結論取來作爲我們以後的硏梵的現成的甚礎。所拟關於道项 
問題，我們 U 限於作一哄簡略的註釋。對連賴統的基本理論不感興趣 
的讀者，可以略去木節的 I 4, 5答段而 E 接轉到第6段。 

3. 設遞增序剁％ %… ， …確定寶數 a 。 若從震一指 标^圣 
部吸〜都相等，也就怂說 ^ = !- i+1 = n +1 =- = f , 則顯然 ， a = r : 故《 
- mmm , 我們將稱篇 ii 楼的序列^足-踪定的。齟然，在《及無理數 
的情形，確定 M 個败的序刘〜緦是非穏定的；若《是行理數，則序 
列〜可以取得是稼定的 （ r,L = a ， u ] : 2 , …） ，也可以収 得是非穩定的 
卜〜 - i ， "=1，2 ,… h W 此，在所逮立的連續統下， BJ 以限制只 
考鹿非踗定的遞增有遝數序列。 

設有兩個非 IS 定遞增而 K 有界的有理數列 

r l . r : ; ■•■, r ", ■■', ( f ) 

x t, '-'s, "■, -'i-j *", (s) 

它們的毎一個都產生一個實馼，可能是有埋的;也可能是無理的。假設 
辺兩榈敉攰《 [對應於序列 C 0] 與户[對應於序列0)]。我們必須來解 
決 a > fi 二:種可能阑係中那一個成立的問題 

如果對於序列 0) 的毎一调數、總可以找到序列⑷的一個數 
侦 〜>_„( 闵涊 r „ 與〜 郤是有埋数，所以琴個不笠式的意龚是明確的)， 
我們就說數列 （《)f f (超過〕數舛(0。我們可以分成闯種愦形 來看： 

1) 0) 勝過時 (0 勝過 0); 

2) 0) 勝過⑺，但是 (0 不勝過⑷； 

3) (0 勝過0)， 仉是 (0 不勝過 0); 

4) ⑷不勝過 (0 ,词時(0+脒過(《)。 

不難 石出， 4) 的惜肜足不可能的.，率實上，如见 0X 勝過 (>■), 就 
一定可以找到一個 r„， 使捋對於任何 ' 都有佴趑樣顯然 (0 就 
脒過(*、因此，我們 U 剎下三種情形耑要考虛了。在 1) 的情形我們 
規定《= 式在 S ) 的 情來我 們規定在 3 )的愦彩我們規定«>/?, 
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對於任何兩個實数，究 ® 三種關係巾的邠一涸應該成立，按照這樣的® 
定就完全確定 n 容易驗證，當《與戸都是有砰歡而序列 (0 和 W 嚴 
格增加时，我們所規定的等與4、等的定袈與通常的说定完全一致，當 
然，适是應當如此的。 

3 t 次，我們還必對驗證，這发採用的實數的等與枣等的定蕺，具有 
在有理數的情形爲大荥所熟知的一切必要的性質。网如卽從 
«<夕與#可以榴出《<^對於有埋數來説 m 個性 - ii 所迥知 
的，佴是對於任何筲敦來說就必箱根據我們所建等與不等的定 ® 
來加以箝明 a 這個證明足很容易的： t (要先驗證勝過關係的可遞性(如 
果 W 勝過 (0, 而⑴乂勝過 W , 則⑴勝過 W)«Mf J "。 

4 . 缒立 丫等與不等的必要性贾之後，連辕統的理論就應該轉到赏 
數的 f 亭的定義 T 。 例如，忠麼 II 確定兩個實數之; fl +/ f 呢？假定《 
山序列〔0確定， Prh 序对 (0 確定，於垃 * 

r i 十 L 十…， ( t ) 

顯然是一捆遞增而 R 有界的有理數列。我們很灼然地把它所產生的實 
數 r 叫做數《輿声之和《+/3很容易驗较，當《與芦都是有理數時， 
玆個和的定義與通常的定義一致同糙也很容易證明，對於這個加法 
定 SI ，一切在有理數情形爲我們所熟知的運雜法則也郤成立„例釦，加 
法的 字增守 (卽《+户=户十 《) 就珂以直接從加法定袭榧岀來，因爲我 
們交 ( 0與 W 的地位時，願然我們 仍舊保 持序対 W 不變。 

我們可以用同樣的方法確定筲數的其迪運 a， 並 Eli® 明适些 ® 总 
也有對於有理數來說赴熟知的那 巧性; H: :以下我們不爯討論實擻的藏 
法、乘法與除法，以及實數的正整數次乘方與正整數次開方。我們只就 
表逹式 炉，其中^>0 [fri ^是任意的實敷的定龚(指 數函 微的定義)略加 
討論。爲了確定起見，不妨假定 ( ，>1、.沿有:呢敬時，“ 1 [| 1以認 
爲&確定 r 的，並 a 它及^的一個遞增闽馼 > 辦货上 ，祕與 

T， = ~ 是兩個有理数，又設》"</(多<?0,於是«">1 : 從而 

( u ; 广=«，’， 
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现在假定 K 數〜 S 山一倘 M 增而 i 有界的有理數列卜)所確定的。 
於辦列 

« r ： ; (7 ri ..-- ： fl r：> --" 

做然也是有界的，而 fi 极據剛 - T 箝明的結狀，也是遞堺的: ； 闪而它符己 
也確定一個實蚊，很 n 然地，我們 把运倘 貨數就呌做用這方法，指 
數函敕 w 就對於任总一傰實敕=都冇 r 定遜 ： 很明蓮，我們已經順便 
指出了 s 侗函敦(常還足魍增的（當 《< i 時，是遞減的乂用 
頓似的方法也可 w 確定對數两數： 

. 從玆兩悃定義，不難推出适巧函數對於有理的變數値所熟知的性 
質，對於任何實變数做仍然成立;例如在一边情形卜,我們郡有： 

<r * c/eJ. ]；；„ = 2/, 

等笠。 

在我們的教程裏 ，我們 不苒近詳細地对論這一扭問題了。 
fi . R 苻一點递耑嗖解 释一下 當我 們以前 敍述货數產生的一般 
H 則時，我們總是指出:遞增而丑有界的序列 

d …，〜 ... （『） 

所產迮的數《，是作蹿迢 個序 刘的的. ： 要想形式的敍述能够 
眞正成爲我 ffl 以後進 ft 硏究時的5^^工具，龃然我們還應當亨 -在事 
KJ : 的確是适揉;關於 M •—點在 K 數的览術 建:立 之梭 B 緙可以做 " Wk 事 
實上也必-能做到 X 我椚顧然 R 要證明，無論 f > o 怎镜小，對於一扨 
充分大的％我們 都有： 


我們先要證明下述關於有理數列的輔助命題。 ' 

引理.^ C ^) S—f 是，無論 f>o 

怎樣小，有 — »o ' dli , 痤 # t 時，我們永遠 

* • * • • » • * 

有 i 

' mn ^ 假定引理的結論不成立，換句話說，有运樣一個 s > o 存在， 
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使不等式 

對於無論&错大的《與 W . 都设可以成立。那杧，顯然，無論自然數/:怎 
樣大， 總有& 對號碼(叫， w )( l « 々液得 

m ^ n ^ ni ^ <«,<•--< mi .< ji Sj 

並 _B. 

佴是在這栩情形下，就有： 

r„ fc — 矿 mi = (n 广 Fmt) + —On — ,._,) + 

+ (〜)..-：!— r ，【*_5 ) 十…十 〔 r h —〜1) >& ， 

這是因爲笛一、〒、五、等等括珑盧的數邵+小於&而二、 R 、六等等括 
諕内的數又都不是 fi 數的綠故。由此可見 

因爲无可以任意大，闶而序列〔0的項中將有任意大的數， it 與它的葙 
界性相抵觸。道就證明了我們的引理^ 

現在設 f 益任®—個譽。根據 上而的 引琿，知 道常& 充分 
大時 f 對於任意的《，都有。—介 O , 因此序列 

f ， w ，-.. ( s ) 

勝過序列 


Fl —作，— O .…， G 

而後而這個序列顯然產生 ff 數 n ) 又闪爲序列 0) 產也数 f , 故根據 
货數的不等式的定義，我俩知逍當 A 充分大時， 

r a — nO . 

這樣，對於亨孕譽 s 已經證明.丁所要的 結果。 佴對於 f . r : 一實數 
e >0 總可找到一個有理敬 s '>0 小於6因此所要求的結果對於任何實 
數 e >0 同欉也證明了。 - 

我們還要注意，我街採用的產生無理數.的一般原則絕弗嘴一可 
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能的。在前兜紀的後半萊，建立實數一般理論的必要怍已經充分顯溪 
峙，好幾種适樣的理論幾乎同時姥立起來，並 h . 毎一棹理論都有它自 e 
的淹生原則„後來弄淸楚 r 所智 记呰 评論&邏蚶上其宵是彼此相间的， 
闲而它們之問的選採，應當収決於解秤與應用的方便 ，也 不是由於原則 
見解上冇什麼出入。 

6. 我們這.蛊進行的數 s 合的廣宂，如听周知，在數的槪念的發腿 
圯中，已綷決不是狼一次 K % 在學習 I?術的時候，我們都是從認識自然 
数開始 ft 然後添上數零，负數铒分 :數。 於益相繼璐充的結果，紐成了 
有理數集合。現在，我們產生無埋數的原則是一下子給有理數系悉上 
一切的無埤數，這棧就把有理數系诹充到了螌個 H 姣系_ :卽游充到 
r 迚紹統 a 衆所週知，以前的一 时璐充 j 在極大桦度_〖:受 到适 樣一稀 
願瑱的刺澉，卽希莹使艾托在 e 的數域内不永連汀以進”的運算能 
够鰱成可以述行無組。例如答與 ft 整數的 引進就吋以使減法運兑變成 
通行無 M a 分數的引進射除法的運算有间欉的怍用(除去 用器來 除。順 
便促一下，在我們新的實數域内仍筘不扼用尜來除)。無埋數的引進? R 
® 初也是 m 於要使開方運兑能够通行 無阻的 迫切希望.在.數爭中之靳 
以產坐這赖願垡（卽要使那些在 B 知的數域中不能通 H 的述算^够廣 
泛逋行的願望）當然不适沿於一柯抽象嗜好，愛好形式上的完備（時常 
有人符這樣想），而是 U 於實際上的迫钫要求 .本 f?: 開始 E? 引進的 
那些例子可以使我們很好地微會适■一站，正是 K 們的呀穿 序学 不能滿 
足於這樓的數集合：它當中.竞然找不到數來表速邊畏条 i Aik 方形的 
對角線的甚度或名平徑爲1的圆的而帘。 ^ 

仔細地考察 h -下我們產生無坪數的 MM , 不難符出這秫新的擴充 
也说 s 由於這樣一個迫切的願盟，栗使某稗在有埋 敕域内 還不能無 m 
礙地施行的||算能够永遠通行。 S 個運笕就是亨子零 學限的 形 
竽。個運 ia 經不是算術性質的,算術運算士士堯圣焱 

是在有限的一萆數上進行，而現在這個運算需要給出 -.- 個施限的數列， 

* * * • • 
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然後由這拽數全體來形成一個稱爲适個序列的掩限的新數。這是一例 
運算,是數學分析的第一個同時也是最簡眾的一個 運算。 

^ ^域的擴充旣然是按®耍保 諧某 種運算的通彳卩 Mffi 的計割來做 

的，那就 R 有當在新的馈充後的域中這稗運算能够永遠通行，才能算達 
到了 H 的。所以在我們的情形，我們饮光還應當驗符，在實數域化的 
f 學㊉。而 ® 是很紱易證明的。事實上，假定 

疗1 ? f>2 - ■ r ^if T T ' L ' (G) 

是遠樣的一個序列，卽 a„i>an 對任何 ■» 都成立，‘而 R 存在一個數' 
G 使對於任何 A 都有 «„<C, 远兒一切如都是仟意的實數 。 

假如從某一個地方開始，序列(幻的一切數郡彼此相等，那末這些 
數的公共値顯然就是序剁 （G) 的搔I 0此我們不妨一開始就除去道 
個犄形，而假定序列（ 6 )的數中有無窮多個彼此不相同的數 „ 設序列 
0) 的道些彼此不同的數按照其增大的顺序是 

fh ， Zh ， … ，芦 n ， … (,fin4-l">/jn) . h 
用 A 來記札與間的 ff : 一倘有理數 o ，於是 

有埋數列 r K 顯然是遞增的同時乂足有上界 0; j : , 根德我們所徕用的產 
生原則，它有一個(有埋的或無理的限 （， f £ 徊筠所 
以根據 § il 的定理10也有 fi, t ^( n->oo )^ 而序河是由同镣的逞 
些數 外 M 成的，只不過一般說艰它們的甸一個要亟祓若 干次 。闶此也 
有 51-^00 ) t 

這樣一來，我們從有理數域擴充到實數域（迚齪統）時所持的目的 
可以認爲是達 到了: 我們用來作爲数學分析的基本蓮党的那個新運算， 
卽從有界的遞增序列到它的極限的遇程所構成的那個運算，在擴充的 
數域中已經河以通行無秕1% 

連績統的這箱性 贺對於數學分析的嚴格的邏輯構造的作 

O 實數的 S * 电諸格 : K , 在 WKS : [之睥想有無窮多 ■ M 有理數#在。 
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用， 我們在以下珑節中就可以消楚地界 ! U 來。 

§ 18 . 基本引理 

枝據我捫剛才建立的連錨铳的屈本性質，可 W 件:出許多深刻的結 
淪，纪咚結論更完全也更細緻地，剔盡厨筲數想合的結構及其統治規 
律不過對於我們來說，感興趣的只是其中對數學分析的逮立有最大 
踮用 的那些結論。本齒 i 中我們就要閛明若干适搽性質的定理。我們管 
鏟秩定理叫做 “基本 引理”，因爲益應用迚績統性 H 來姐立分析理論時， 
敁常碰到的扦何一賴方 S 中，這拄定埋郤适少不了的。每些引理我們 
以後經常翌屮用，所以對它 ffl 的切實精通可以使我 fj 在後的解釋中， 
有許多地方得以人-大地縮簡 a 

滿足不等式:的一-切赞數 a 的總 ® ,稱爲個辱雙,其中 a 
與是兩個任; s 的 w 數。按船 d ' 個定義，毎一 個區 1 k ' 我捫都算 
作是记枯_ 兩“ 端”《輿&在内的。造柯犄形，有時我們更確切地把它叫 
做一涸“閉”辟問。 . W 外，不等式 €< x<h (不包括它的兩端）所確定的 
K 間則 叫做“ 開”區間。我們說一啦 區間 

A 1; A ,, ■•■, A „, . ⑴ 

作成一個^是指 1) 對於汀:窟 的％ 區間 A „ +] 的一切點都屬於 
KlifI i , f +1 c = A „), 2) A l ; ->00—0= ), jg ^ A „ 同時又代表所記 

區間的畏。 

引理].(妈間恋定理)。 f *1( 1 ws 

-f® A* :: . 

• *•〒■• m 二*與*心莽 AuiK 間 a „ 的左右南端。於是，顯然有， 
趾 fi 對於仟总的％ 〜 因此，數舛遞增而且 
有上界,以就說明極限 】inm„==a 砘。 現&假定/•:是 1T: 一個自 然數。 
加果 Ok , 則區問焰於區诎 A t , 所以 «知。 現在讓 w 

而 ft 保持固埤。山於屮 ㈠ 〜根谑 U 1 的定理9,就得出： 
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這就是說，《廊於區間心；佴闶箨 A 是任意的，所以《屬於給定的區 
問 S 的一切區間。：要想®明适個數的唯一性，我們假定:？哲第二傾敏 
ZO 〜也 璁於一妨區間乂。於是這些區問的衍一個的長都應該不小於 
ft -汉 , M 這與△，厂>0(>—的條伴矛盾。於是引埋3得到了®明。 

假定給定了一紐(存限多悃或無窮多個)區問 ⑻。 如果某區閊 A 
的毎一個数，都在紐（幻的茔少一腦區間饨内部 © ，我們就說組(幻# 
f : 丁區間 A 。 • 

引理 2 .(有限 ® 盖定埋乂 ^ ( s ) m ^. r a , m 

只要從區間 

龃 （i ¥ 能選出一個有限區問飢來蓋往 s a 我們用反箝法來證明引瑰 
2,卽假定區間 △ 沒有冇限菝蓋，苒設法找出矛盾 3 分區問 A 爲兩半， 
如果兩半郤有有限覆蓋，那来顯然整個區間 A 也就有有限覆蓋。但因 A 
已假定沒有有限梪蓋,所以兩半中至少有一半沒宵荀限覆蓋，把道〆半 
記作屯 C 假如兩平都沒有有限禝蓋，我們就隨便取一個作爲我們 
洱把沒有有限萑蓋的區肋4分成兩 
平，而用〜來記其中沒有有限覆蓋的 
一平顯然，我們可以 無限制 地繼賴 
道種步驟，闶而得到一串區間 W A 2 , 其中沒有一個區間 

可以有有限覆蓋。這一串區間.顯然組成一偭區間套。闶此根據引理 i, 
有-7*個数《 屬於這 一切區間。因爲《璐於區間 A， 而 A 爲 (S) 所梭蓋， 
所以《至少在 (S) 的览一個區間的内部。但是饵一個 M 間^都 M 
代隞《，又闲爲當 n 無限增大時\之茛趨向於蓉，所以當《充分大時， 
K 間 A,, 將整個地包含在區間 △* 内（圖9乂运就是我鹄所要找的 矛盾： 

O 有必耍設明一下下述悚件的琪要性，卽務必® BJ A 的每 一@!K 都 KIE 是在 （fi) 的 
龙一個區間的内部，而不能:聃於它；在後一種怙形 T , ijima 並不成立， 
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--方而报 據心 的定義它沒有有限 m 蓋，而 w —方面 r 潘 （ s ) 中的一個 
就五住 了它。 运就證明了引理 3 ., 

现在我們要來引逛一個數集合的 f 多的槪念，這是一個十分重要 
的籾槪念。货數盤 fK //稱爲足 f _[：«■ H 如能够有一侗數 (? 使集旮 
的一切數都不大於 C 。 則数冬的上界 © . W 如一切 ft 数所 
成的您侖是有上界的 (:可 取0或任 WiH 数作銶 (/), rfii - ‘纽正數所成的 
笕就沒存上界。類似地,一個集旮足是指 ® 够有 
一個數 c 使悠公的--切數都不小於 L 別焚的下界 ® D 
有上界乂有下界的染介©稱爲 

我們把钗 p 叫做 sfb // 的»:#， g 如在該 m 分中沒有比彡大 
的敉，但無論^>0怎棧小，.總有 it 大的:故.類似情形，我們稱數 
«爲您仆，的 了平 如在, S 柒#中汶有比《小的數，佴無論«>0 
怎馈小,總有比《+ s 小的数 .， 顯然上確界足 m 合//中沒有一個數逝 
够超過 ® 那些數屮的设小的一個.類似的說法對下確界也成立。 

m - 平方小於 2 的正有理數所成的集合有下碯界0與上確界 
VY 。 

—般怙形下，集旮^的上確界或下確界可以璐於該您合，也可 
以不抝於詨集合。一個區間的上磘界與下確界顯然就是它的 兩端 並丑 
都 M 於該區間;反之，在我們刚 才所 犟的判中考慮的集合則旣不包合它 
的下確界（因爲它不是正數）又不包含它的上確界（因爲它不是有理 
数乂 ' , 

沒有 _ f . 界的集合顯然不 fig 有上確界，闻爲沒有一個數泠能使道個 
集合的一切數都小於它及下面的珉實對分析來說 i 〖.有 1 -分靈大意袭， 
卽相杈 地，有上界的笕介就一定 : fn •:確界（而 ft 是唯一的）。類似地， 
有下界的狢办一定有唯一的 t 確界。迈個既於有界您介的確界存在的 

O 职峦扠袍使用這個術沾‘‘上畀 ’ VU 1 ■”），連逭句話都是罟名添上的，逗檐敢對以後 
mi:k 方侦 。^ ^ 
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(絕非自明的)定理是連鲭統的最重要的性質 之一。 替如有理數的總體 
就沒有這惆性質，這是不難知道的;例如我們剛才那個例子所談到的集 
合雖然有上界，伹在有理數域中钛沒有上確界。 

這個定理的證明，對於上確界輿下確界是 相仿的 ，所 B 以下我們只 
討論适兩種情形之一。 

引理 3. •(有界集合的確界#在定理)。 .. r / ff - 

吁轉士 - .* 

’ ' fsj . 如果一個區間，它至少含有集合/的一個點，而在它的右 
邊却舍4沒有這個集合的吗時，我們铳說這個區間是平 : 不難證 
明， iE 則區間的兩宇中必有一半是正則的：事實上〗如半區間至少 
含有集合的一個點，那末_然道個右宇 ® 間是正則的；如果右羋區 
間 a 不告集合/的點:則左竿區間就是正則的。 

現在假定》是集合/的 ISfiJ —個數，而&足集合/的任意一個 
上界。於是區間 O, fc)=Ai 顯然是正則的;設 a 2 是它的南半中正則妬 
那一半； 4是區間 A 2 的兩半中正則的那一宇；一般設 A n+1 是 △„ .的正 
則的那一半0 = 1,2, …）。 於是區間 Ah A 2 ，…，耝成一個區間 
套，因而根遽引理1有唯一的公 共點# 存在。埂在我們 要證晌 卢就是 
集合 j 的上確界。事實上，我們找先可以證明/3的右邊已經沒有集合 
的 K 了;假如不然，設有點還屬於集合 丄 因爲區閣 i ■中 
毎一個都包含點々，則也應該包含广因爲如果它終止在〆的左邊，它 
的右邊就有集合/的®八就不成其爲正則的了 ； 因此，每一個區間 ' 
A " 都包含 /輿' 從而它們的長都不小於 r -卢‘， 佴這是不可能的，因 
爲 A„^0(«->oo ) o 所以々 的右邊 已 綷沒有 .集合的點了。 

其次，設《是任意一個 jF •數，則對於充分大的 w 可以使得 A „< Fr) 
又闶爲 A ,, 包含/?，所以區間乂的一切點都位於 p - B 的右邊。佴由於 
區間 △» 的正 M 性，它至少包含 集合 〆 的一個點，從而這個點必須在 
泠1的右邊。所以，無論0>0怎揉小，總可以找到集合^的點位於 
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的右邊，這就表示 P M . 有上確界的第二 個性 I ?，因而它的確是您 
化#的上確界。适榼一濟， . h 確界的#在就證明 JT 。 至於同一集合不 
能有兩個不同的 上確界 笼不多是顋然的事：假定有兩個不同的上確界 
A 與 A (灼 < A 0 ，則报據確界灼的第-.性質，不能有集么，的 
數位於 A 與 A 之間，佴根旗確界而的第二個忤質适樣的數又非存在 
不4 . 迢就造成了矛 M ., N 此，引理3已綷完全邊明 

S 19. 棰限理論的完成 

我們已緙在 第二窣 中揸立了極限 的崔本 理論。佴這個理論的若干 
命题， h 有在更楛雒的基礎上才品够建立起东 ., mtt , 常我們建立 
了連結統並硏究了它的性質以後，我們已 經有了 运樓的 ® 礎。所以在 
逛一節鹿我們要對極隈理論作一些補充。 

1. M 先 我惘要在較廣的範阎内 ® 來硏究一下笮界的遞增變景的 
變化搞_形。假如谅 a„ 是有屏的遞增贤啟序邱的一殷殷 ，則根 遽§ 17的 
敁後一個定理， Q 存在」 tu 是我們已擗知逍，數对 iVT; 過是過程的 
若千 m 要的數 IS 型之一衙 Li >假如我 in 有一個過稈，不管它屬於那 
一稀類增，我們很 ft 然地硭箜與在這過程中的呒^叫龄适遞增的，只 
要對於過程的彳 m 兩個時刻，它在較晚時刻的链不小於它左备卓時刻 
的値:，我們說诸。在一個給定的遇程中是专今岑吵，赴指有 m 樣一個 
常數 g 介在，使得從過程的某一呤副起成立。顯然，我們 
It 517 之友所 考虛的有上界的遞堺序列是上面這撾有界的遞增的量的 
特殊犄形。現&我們要證明在 s i 7 最後對這個特殊怙形所證明的定 
理，對於一般情形仍舊迠對的。- • 

定理 1. 7c a； 了考令:^ 限。 

r 条货® 是 iJi 界 wit 有 4' 矗二4洛數使得 
*<^永 k 成立。由此可見，量 z 所取的値钮成 的狢合 是有上界的， 
因而根據§ 18的引理3 ,它有一個上 確界扎 假定，是一個無論怎樣 
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小的正欺。根據上確界的第二個性質, ft 集合/中一定可以找到一倜 
數 (卽$或早或晚取到的一個値)，■它大於户-乂西爲量®遠是遞增 
的，©個値之後 （: 卽時刻較晚）的一切碚也栗大於而 M —方面， 
根據上確界的第一個性質，集合;#的一切數都不能起過八因此，從 
某一個時刻開始，我們永 遠有： 

由此就得出： 

由於數 f 可以任意小, ® 就說明了在給定的過程中 X —0 O 定理1於是 
得到了證明。 

顯然，這個結果對於有下界的遞減的蛰同欉也是成立的 3 
到現在爲止我們把一個错 C 在給定的遇程中叫做是的，是指 
它在較晚時刻的値 S 2 鸫是不小於它在較早時刻的値 A ; xS ^' i . 因此’ 
遞增的量在遇程的進行中或者增大，或者保持以前的脑，總之耷 決不減 
小;因此在一^情-形下，自然應該說這樣的量是的，而保留“遞增” 
的稱號給那種永遠是沒有等號成立的 A 如隨量 ® 的逐漸堺 
大，量似 3 是遞增的，而量 [>] (參看§ 4例 1) 則 ii 是不減的。當然，-- 
切遞增的景间時也是不減的最，佴是其 逆並不 成立。完全類似地,我們 
說量*是零亨^，是指永速有説量*是予增的，則只要求永遠 
有 a ； a <* i 0 一切不減的與一切不增的最都稱爲豳的。定理1的一 
般敍述因此是：乎郦孿旱夸宇寧尽印―增亨哼亨冬時 i 一定； 

2 *現在我¥要_轉到一個新•的問題，^ 

量在相應方向的有界性是極限存:在的必要充分條件。在一般情•形當视 
硏究的景的變化不單調時，常常也箱要知道在給定的過程中 ® 個量有 
沒 有極既 事實上 ，在一般情形下， 總的必 要充分條件還是办:在的， 
敢且，我們以後就會知道，它具有很大的理論價蹈。我們現在雜电一 j|g 
地論證道 一點。 
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定理 2 . 〈搦 K 存在的笮則> f 印哼了 f 

秘限必要充分條 n 無論正數丨 /ki; ,• .liii 轘一刻，-在 

4二 ^ . 

呀巧我今明三段。 

1*. '极據定澠的 kV 可知’在我們的過稃中一定有迠様一個時刻， 
使得在它以後，兌*的彳 T: 何附個値之差都小於1。假定在這愐時刻， 
x^x a , 於是 在它 Pi 後，® a 滿足： 

叫一 lOOo + l. 

因此，景 z 從 适個陴 剗起所取的 MM 成的®合.'整個包命在以叫 — 1 
與 叫 +1爲雨端的區間 A 内 ..， 

2. 如架不饺我們怎糙選定過程的一僩時則, S r 在這個時刻以後 
總還愛取到艇於某 一個區 間 s 的齡，我捫就叫运個席間5是一個 
Kim, (: a 個总思可以簡眾地表達如下：正則區間包含盘泣 s 的 

l ] T 的値)。顯然 i ) A 是正則區間，！0如 Hi 已知一個區間是正則_的_,4 
|_巴它分成雨宇後，至少有一字也；正則的。後一個性罚使我們可以用 
我們已 經習惯 的方法，东從 △ 避手作出一個區問® 

入彳 ，〜， ■■■, △〜 •**, 

這裏;每一個區間都是前面一■個的 〗E 則的 -* 宇。根據§ is 的引理1,這 
一切區間有一個公共點存在,我們把它記作I 

3. 最後我們要譖明 lim a; = a。 假設 e 是任葸一個正數。假定仰 
已經充分地大使得 A "<~^ 固定我們過程的這欉一__，使得湓 
它以後说《的任柯兩涸値之爱都小於 tit 於區間土的正則性，在 
化盥,可以找到景$在道個固定時刻 i 後所取的値听。於是對於任何 
一個在這僩同定時刻以後祈取的値％,根谑這個固定時刻的取法，永 
連都有： 


j*t —Si[<~-. 
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佴 -另一 方面，因爲 a 與 A 都扇於區柯 I ，而 A „ 的長又小於奮，所以 

I %- 


這兩個不等式就得到： ■ 

] a *2 — G | -<! s ； 

這裏 s 是任意一個正數 ，又％ 是變量 r 的意一個充分後而的（在固 
定時刻之後所取的)値。道就說叨 

至於條件的必要性，證明是很簡單的：假定咖：!： = (1，於是對於凝 
最*:的任 W 兩個充分後而的値 心與 呀，我柄都有： 

[a；i —«；<-p \x 2 — a\ <~, 

由典就得到： 

1^1 -^[<6, 

這就是所要窠明的。 

以上證明的這谰準則 ® 對於埋論的逑立是非常有用的，佴較少應 
用來確定個娴具體情形下的掙限的存在,，原因是在許多具體間題中都 
很難驗證這個準則的條件是 S 成立 3 

上面我們已經對任何類型的過程，在最一般的殺設之下，證明了豳 
限存在的準則。當然，像我們在 U4 桌所做的一檫，把過程的 數學結 
構具體化。我們铣可以從這個一般準則得到相當於毎一種類型的過程 
的完全具體的傘則。我們舉出道一類的若干重要的特殊準則如下。 

1. 寧寧，《1，如， .■ ■ ，如，…印學學兮:李㊉兮學年分條件是:無論 

jE®：s 字寧•个，參▼亨―了平％，+争舍 n > n a , 

f \ a n - a m \</ 0 诋痤遙遙, ki /兩 •個“充办 Ei” •的項彼此相差任*意/^* 

' 2. 函數 汉=/(3：) 當 »->« 時搔限存在的必要充分條 件是: 無論正 

費 * ■ *•»•»•••»»*•• »«、》 

o 逭個判'別法通常稱爲哥西準則^ —艘來眈,我捫把同時必耍而又先分的判別法 ffi 爲 

毕則 o' • • , ■ 
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字寧个 ， ff sfft,fff !^-«[<if, |^ 2 -«j< 

<5(^1^®, ^ f -0 時，永逾 ff !/'( s i )-/(%■> I <f , 苘眾地說，在任何 
兩個充分接近於《“點⑷的£6,彼此相產任总小 J 

3. ㈣㈣ 释轉 ㈣ -朽特轉， 
ifrlEM zh, m,k 

if J / c %) - i (^ y t <^m 對•於、兩個充分大的 m 

i / c ^) 的値彼 批相韵 r .: s /】、. 

在結束我們的極限理論的講解時，我們認爲有必盟指出，爲了熟練 
極限的贤際計算，大景的練習是必要的 。 n tt . 捷米多維龙的習題集有 
許多 ill 一類的苗有啓發性的習題， ： i !； 中我們持別介紹習題38, 40,41, 
42, 48, a 0— 58, aO t OS , liS , 109— Ill 1 , 37 tj —3 S 0 (第一章）。 






第五章囹数的連續性 

§ 20. 速纘性 的定義 


當我們有了前胃那些準備之後，現在已經可以轉到數學分析的基 
本問題，來 妍究各 越不闻類型前函數闕係了。不過道襄我們應該系統地 
來接近我們的硏究對象，一開蟑應該先選出那些不 m 在理論上起奠基 
的作用,间時在實際應用上也是最 ® 要的函數 g 進行碑究。數學分析 
的歷史發展吿訴我們：按照道個計劃，我們應當先從¥¥函數族講起 u 
連績性的槪念，也就是一個畺迚續地變化的槪念，在{上對每一個人 
都很淸楚，而孔我們巳經不只一次地使用過這個術語了，然而庇到埂 
在，我們並沒有賦予道個槪念以仟#確定的含義，現在我們有必要給 
它一個樯確的定義，並兑仔細地硏究連續函數的性質^這不僅因爲 
在寶際上我們緦是碰到 m 樣的崗數，而且也因爲對其他 更廣泛 的函數 
族的硏究’在極大辟度上都要歸結到連續函數的硏究上來。 

假定 / O ) id - 在數籼的某一個區問上確圮的函數，又點 a 是 3 
個區間的一個內點。在點《函數 /(®) 有一個確定的値 /( a )。 現在我 
們移轉目標來考廉點 a 鄰近的某一點 a + 其中 A 是一個絕對傲很小 
的正數或負數。我們通常把我們注意力從點 a 轉向點 a + h 道伴事情， 
說成是：先取値《的量 t 在得到一倜导學寧 A 之後，取得新的値 
上面我們巳經說過，道裏改變贵 ft ^正可 ft 。 對應於量 a ： 的新 
値 a + ,面數/0)也有一個新的値/0 + /0。我們很 fl 然地把量2/的 

新逛南做之差/ (a + & ) — / (幻也叫做 y 的 g 變饶，説得吏準確- 土， 
應詨是，當量 z 從舊値《過渡到新値段 H .!> 到的改變置。當 
然， ® 個改變最可以爲正，也可以爲負(也有時等於芯)。在分析裏，我 
們常用符號來記任何量《所得到的改變量。所以峩們可以趙樣說： 


(VS ) 
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如见 a 們一開始有則對應於的改變起: a . Ms / 的改變 
u ^-/ o 十九） ~/(^ c 這個蹦係的幾何解釋如閟10所示。 

假如我們保持》不變而讓 a 您 
的改鍵 M A 鰱動，別很明顯，蛰3/的 
改變 ft hy ^ f(a + h )~ f { a ) 也要 
變勐；並_0^應於悔一個値私有 
一個眼定的碴 Af 現在我們特別 
讓 JU 趨向於落，祯句話說，讓置 * 
的新碴 《 + A 趨向於仨的舊値 ct; 如 
果适砑函敫 y ^ i ^) 的改變 a Ay 
也趨向於零，那就及 i ，當： IS ® 的變 
化充分小時， - licV 的變化可以 rt.E 小。迢個性迈正好是迚續性的 K 觀 
内容 a W 此，述紹性槪念的麫 K 是：事 (i — 孕寧年今譽吃， 
mim : 父•囚■爲^係■式 .. 

^ V = fi a + h )-f 'v 0)^-0 ( A ^ = K ) 

與關係式 

fia + h ')-> fi ^ a ) (k - > o ), 

等 fS ，所以;迚給性的定薦可只敍述如下： 



W 蚊/^)稱爲 ft (或 : .在點^連紙，是指 

* * « * ■ **•* » 

f ( a -' r h )-^ f ( a ) ( h ^ o ). 

闪此 ，要想雨數八4在點 e 迚緝,就必網要，而 . n . 也 R 要常 x—a 
時，函數的値趨向於一惘確.定的極限， 並風 這個極限就足 -© 個函 
數在點 o 的値 /(«), 廷发 非常 ir [栗的一點是:關係式/(叫 A )—/ ⑷ 
»r k 乎子序 巧亨年亭印，子呼都要成立。所詔不論 A 取怎檢 
的方式，▲是焱它旣奇収正的的破，也可以時正時负地變 
陡。換句詰説，铣显不位 r 楚從左邊，還是從沿邊，或者鸪至於是時左 
時布地趨昀於點《，我捫都應當有 /( S )4/( d ) (.參羽备15 ,函數的雙邊 
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搔限)。 

在 S 14中我們 tt 經把槿限槪念精確化，現在根據那裏的結果，迚 
績性定義可以精確地敍述如下 (: ft 許多場合，這個定義是最方便的) 

/ j'W ^> o , „ 亨争 

s>o ftp *^ ； k*s i/(«+A-*)~ 

— /(«)i S ea ’ 簡’輩:地•銳 •， 二 ia 知績， i-i ini 於自夔最的 
充分小的礙化，函數的變化可以仟窟小。 . 


函數的連績性有時可以在這一點或那一點遭受破瘻。這種精形多 
半是（豚 11): 當》從右邊 O>0) 趨向於 a 時 /(s) 趨向於一個確定的 



極限，常 z 從左邊0 < 0>趨向於 a 時也趨 
尙於一個確定的極限，佴是這兩個極限彼此 
並不相等。在3種情形，不再有唯一的搔限 
W(*), 像圓11中所指出的，函數 /(a：) 在 
就有了序聲的現象。以往我們已經知道， 
* 從在邊 C 卽 1 k*" 取大於 a 的値)趨向於《這件 
事實，可以用符號十0來表示。如果在 
道個過程中/0)趨向於某一個極限，則道個 


極限就記作 /(«+0), 卽 


/(« + ())=■.■= iim /〈 S ). 

- j - o 

符 M 35HMI-0 與 

f(a~v,) ^ Jim /(s) 

■>—>a — 0 

具有類似的意義。在圓11中所考撤的情形，兩個極限 /o + o) 与 
/(«—«) 都存在，佴是彼此不同，：而 要函數 /(*) 在點 a 連績，則不僅 
要這兩個極限相同，而且還要它們中的每一個都等於函数力 >) 在點 a 
的値/⑷（顧然，數 /O+0) 輿 /(a-0), 报據它們的定義，不僅不一 
定等於 /(a) 而且輿之毫無辱係)。因此，除去/(« + 0)竽 /(a~ 0 ) 是 
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上面這個例中速續性遭受破壞的原因外，述槙性的破壞還可以有其他 


的原因，那就是： 

1 ) / ( a + 0) 或/ ( d ) 可以根本+在在。 T 以的雨個函數对以 
作爲运種情形的典型例 F -。 

I ；■：■ ：-^0), 

a .) . 

[ i \ 0) ; 

無趿附大，常 D — o 時， f(A Srft 的而'其絕對値無 
限 爾人。 所 K 八 I 0) 與 /(—0) 部不* n 函數/(幻在點0的鄰域 


0 ) 


/0:)= 


卜】] .; (.峰0)， 

I . 0 (« -0)； 


n ®->+ o m , /⑻雖然保持有界 ([^ ^ < I ). 佴是不可能趨向 
於任 W 極限，因爲它鈀坫-邗地版 fii 等於+1時而裳於一 1 ( 以及+1 
與 -1 之 fill 的任 W 數)。顯然，常=->一()時， /(>) 有同樣的惝 I 所 
以，道迤/(+0)興 /(-0) 也都不存在，雖然/( X )在點0的_域內是 
有界的。 ' 

2) 有時可能 /(a + 0) 與 /(fl —0) 都#在而 1 L 彼烛相等，佴是它 
們不等於/(«)。例如 

广 . 、 | ( ㈣ ，)， 

7(. s ) =-； . 

' I 1 ( K - a ); 

對於 a = 0 這兒有./__(« + 0 ''二 佴足同時。。在所有 
以上舉出的例中函數/: d ft Si (在點《 )都是印,印(不速鑛的:)。 
千萬要隨時留神，我們以上 iii 樣规定的速賴 A k - k 函敦的一種^ 
地方性的) 性贤一 般說來，函敕 U 在一些點具有這個性質而 
二^點就沒有道個性55,:,如果函数在變泣$収某吒碹時述續，這些値 
铢叫做函數 / O 」 的那些使函数不連續的 ® 的値，則叫做它的 
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到現在爲 ih ,在我們所考虛的那些不述結函數的例子中，毎一 
都是除了一個唯一的點而外到處迆镫。這些阐數的間斷點所成 
的集 合都只 由一個點組成。我們不難作出具有兩個、三個,等等間斷點 
的函數的例子，甚至於要作出一個函數，它的間斷點組成一®無限集 
合，也並不困事實上，有這樣的函數存在，它极本沒有連續點，從而 
它的間斷點塡滿了整個數軸。在§ 4巍我例考慮過的函數 D ( m ) 雛 
這類函數之一，它當是無 M 數時等於0 ,當 * 是有理數時等於1 u 事 
實上， 因爲數軸的任 M —個區間,旣含有無窮多個有埋數又含有無窮多 
個無理數，所以不管 a 是怎樣一個數，旣可以找到跟它任意接近的有理 
數，也可以找到跟它任意接近的無理數。這就表示函數刀在那些任 
意接近於 a 的點，旣可以取到數値0又可以取到數値1 3 由炖可見，當 
re - 時 D ( ja ) 不可能趨勿於任何極限，從而， 當: m 時是不連 續的。 
佴因數 a 是任意的，所以到處都不涇續。 並且顯 然對於一切*的 
碹 i >0+ 0) 輿 / J ( s - O ) 都不存:在。 

有時候，有需要來分辨函數在一個巳知點的運賴性。画數 
/0«0稱爲在點 續， 是指/(«十0)#在，並*且_/&十 0) = /(( t ); 
稱爲卒孕學，則是 — :在.，並垃 / O - 10 = / ⑷。顯然，函数 
在點 a 續，必須而且僅須它在該點旣左連續夂右迚續。 

如果函數/⑷在一個 K 問 («» 的甸一點都逆糙(卽在該區間沒 
有一個間斷點：)，我們就說它 ft 奉孕續。道裏在 M 間的左端《 
只要求右連績，而在在端6則‘只‘要 ifi ' Wk '。 ’逼搽的規定是很自然的， 
因爲 W 數 /( if ) 常常只是在區間（％ 6) 的點上確定，所以鬮於它在點 a 
的左邊(或點6的右邊)的速績 ft 問題是沒有意義的„我捫這樣規定的 
函數在一個區間上連續的槪念，一點也不影響我們的論龊：連續性在 
本質上是局部的槪念。須知我們是用在一點的迚鑕性槪念來規定在一. 
捆區間的鸮賴性槪念的’所以這個槪念在連續函教的理論中仍舊是初 
糍的 龙且有着明顧 的我們說過的那種局 部性質 B 
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§ 21. 連纘函數的運算 

類似於我們在第二草忠硏究過對無窮小:欺，無 窮大翌 與趨向於極 
限的贷施行笕術運笕的結果的情形，我們現在®證明函數的連續性在 
初等览術運算下一般也維持不變 .. 适個問題的市要性 S 龃然的，因爲 
M 個間题的總的解決，可以使我們無須甸一次再來#別硏究那些從浬 
結®数踩過算術運览捋到的阐數的迚績性。 

假■定我們有一個 R 數和 

/ ( S ) :.: /U ：!； ) 士 / 2 ( S :) 士…士 /,〔 S ) ， , 

淇中甸…，惝闽數 fii ^) ( i ^ h 2 .--, n ) 都在 s = a 連鍇，按照述績性的 
定箱适就衷 V 當 .+« 時， / l ( S .'>/： l(«''- /i;-)->/?(«'), •■■, /-.(«)-> 
- >/办)。 W 足在 ji 個情肜十％根璐§ n 的定埋1，我們可以斷定：常 
s-)a Kf, 

- 、 M a 、 ±f^^)rL---± f,{n)^f(a), 

!friH 犹表示 M 數 /U 1 ) /i:S « 連續。 

阽榼的簡眾惟那 .（ 根據 s : n 的定跸 ^) 顯然讨 n 恐明：任意有 m 
名倾在 Hi «迚鯓的阄蚊之秸仍然在讀 a 連辕 c 特別若 函 驳 
迚龅，則函數 u ^ r 1 也有 m 陡的〗 m 站魔 n 是彳 r : 宽的西然數。除 
法運泣照例翌有一 些阯制 以定 /!( 幻與 f ^) 是兩個在 s 0诬綾的 
阀教，.又 IK 定 fs{'!-)^=(K 

闪爲常莳，报谅我們的假定⑷，於 
)Mk s 11的足坪7 

lim 

lim •> 心 —. i ._ Ma .) 

x-^ fl /! ㈤ Vv.n f./^) fiid) ' ' 

id 也钛是說，函數在 ㈣迚銳。因此，連緝函數之商遼是連績 
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囷數迢個法則在的條#下是成立的。 S 於如果 

表達式 *：=« 時一般沒有意義，因此运'時關於商的連績性間題 

誠有 i 內.容。 

如果我們談到的是在 整惘區 間上的，而不是在個別點的，函數的迚 
練性時，以上建立的法則仍然有效。這可以霞接從在區間上的函數的 
連績性的定義推出來，适悃定袭在§ 20已經講過 f 。 關於商的情形， 
顯然 應該敍述爲：如果函數/:々）與/ 2 1>)在某區間上迚續，又 / S (>) 
在 這個區 間上無一處爲窖，則函0记個區間上也連續。 

§ 22. 複合 函數的 連級性 

假定 量汉是 確定在區間（化 6) 上的關於^的函數， 2 /=/(2：)。當 ： >； 
取遍區間 K {>) 的一切數時，函數/ ㈤ 所取的値組成一個集合，記作 
丄 假定有.第三個變盪 s 足! 1於 SS / 的®數， 卜 9 HV )， 它對於一切屬 
炎览合 ^的 M 2/的植都有定義。常$在區間0,0 _ f ： 任取一個確定 
的敕値時，則也就得到某一個威於免合，,#的數値；佴是适 
位一來，货 " iy 、 同様也得到 P 個確定的數値。闶此，對於置 z 在 
ES 問 0,6) 上的甸一個値，總有的某一個碹與之對應 a 換句話說， 
s 是在區間 （ M >) 上確定的關於 * 的一 個函氣 顯然，這個函數關_ 
最方便莫如寫作 

. 2 = [/(. a :)] , 

或寫作兩個等式： 

is 不是度接地用自變量 T 东確定的，而是通過“中間” 囷數夕 來確定 
的。 s 確定爲 y 的函數，而发乂確龙爲1的函數 ，典 結杲2就成爲文的 
函数 .， 用道植方式給出的择 j 數叫做巧^(或 : ir 函數的函數”)。 

® c ®2/ = « wa :, s ^] gy , 闻爲 凼欺 iffy 祗對於正的.館 y 有定 
義，所•以我們限於使汉=«^> 0 的那些値％例如假定一^«+音。 
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於是^>0,闶而4 2/有確定的意義戕們可以寫成 


七 cos i 




大寂都知逍， W 個函數對於用對數东解三角間题時有很人的; S 潙,並」!. 
闪诹爲它做出 t 詳細的三角 mmt ,, 下商的兩個阄敕煺供了>)外的簡 
糊子： 


— y 2 t ^ -- sin 


% — . 'If — \ 14 -^^, % —- 

3+：/' 1 1+I y 1+^ 


d 兩個函數郡娃對 M ^的任 H 植都有定龚的)。 

k 上釭驻例子 （■也 如顆合陶數定雜本身一樓)說明了： “祺合 
雨數3]伽名闕， n 的 u 在描述 s 數的某秋新的$毕々■年，而+是作何 
在拟則 _ f : 來說都是新的一類函數凋係」 u 要我様做，很前單 
的阚数也 "/ 以农作複旮函数的形式。例如函數 X ’就可以用關係式 
— ^ y ^ 來確定，而运成一米，就成爲梭合函數 r 。 

顯然，函數的衷迮方法還可以更祺雜_ 一包含不 ih —'個而是兩個 
或更多個中間函數 s 例如：函敕 t = [_〗___ i + y ) 可以用一車關 

係式1»=匕財，«=1+~, 十 f 來表達，而尨就包含了三個 

中邶函数： s , ^ 

假定： = 汉二/⑷，假定函數/⑻在區間 （o, f>) 上確定而 
A 迚續，又®數 < f \ y ) 也在 某一坰處間上確定而 H 述賴，而孩區間包 
® <5時敦/以0的一切傲„我們要®明, ■ i 38 合函數 
:==P [/(>:)] 在區間 （a, &) J： 也姐 賴。 収定《是區問 (AJ) 上的任意 
一點，乂 = 报據我們所 K 定的函數 /ts：) 在區間 （0,0 上的迚 

賴性，我們冇 


Iim / n 、=/(>)4; 

3 ：- 4 « 

佴另一方面， 根據假 設函數 ny ) tfn mm , 间而從/㈤-#就 
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得到 

对: = <?’[/(>)] (3-^«)5 
而 is 就證明了複合函數 ^[/(®) J 在 S «的 iiE ■性。 又闶霹 是區間 
(«, b ) 的任怠一點，所以函馼 p [/0)] 在适整個區間上迚續 6 因此，我 
們已經證明了下述命題： 

定理 1 . *FSftS («, b) 丰孕亨 9(y) 'MU 

J )_ fi @ r ； R ^ 

+蚤 fi 卜•崩焱备^七心) ... * 

▲句話說,如果紐成 H 知複函 k ' 的兩個函''敕 k _ 係都連續,則該 ® 
介雨數本身也連擗。用簡眾的歸納法不離把远個定埋推廣到由三個或 
更多的環節組成的裎合 函數： 如果 每一® 節的函數龊係都速 ,領| 則它 
們組成的複合函數也迚續。在應用 _ h 我們時常遇到苞合函數，它們的 
毎一 S 節是某一個初等_數（鸯召§ 6) a 在铞一個 i 3 欉的情形，特別來 
證明我們所碰到的初等函數的組合的連績性,彳 i : 往是非常繁 ® 的工作。 
定理1就一勞永逸地使我們解除了鐵滏做的 必要： 只要我們能設明不 
多幾個簡單初等函數的連績忤(迠將在§ 24中辨到），從定理1與§ 21 
的定现我們就可以得到遥些簡單函數的任何有限紐分 （ 卽 ( r : 何這肫由 
前單初等函數 經過览 術運兑與組成褪合函数，在任 HA * 序下與蜇苞 ff : 
窟有 m 回的情形下所紐成的 m ,十)的迚銪性。 

§ 23. 連續函數的 B 要性質 

連褚函數具有适榼一系列的性锊，使得它們的硏究與應用比起不 
迚蒗函数的情形要-現在們來敍述並證明矜干道二類的进 
要性％不過我 們酋先 _要建立一個輔助性的定理，我們以後將不只一 
次地引 用适悃 定理。 

引理.則它一定在某一 
個包含點的整個’區間上尖；^4。* .*. 
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fPiJ - :根鲅 ti 知闲數在 S « 的連賴性，我們有 
/ vsW / i «) (»->«)； 

闶此從八®〕？>0根據& 10 龙理 2就知逍 /^)> o ; 充分地接近 

« , 而 ii 锘⑴ 理的結論就 LL 鸫成 

常然，用同様的方法可以跹明，如采 /0')<o, 則對於某一個包办 
點《 在典内 部的區間的一切點我們郤有 A:e<o: 

我們說一個確定在區 IHHaM 上的函數 fix ') 在 aM 間上是有界 
的，如架它在區間 (A W 上所取的値組成的 m 合有界。 

定理 1. 存导 —（fij) 數/(X)—定作尋區間上有界。 

^^>3 • 間在•點 ’《k 

賴'，所以I八 d ― /i>、 | <1， H 要《充分接迓 or 。 從而,有以鈾《爲中 
心的跖問夂存在,使得區 K〗S, 的 fr:M 點 a O 都滿足 I fix ) - f { a )\< l , 
於是 


1/⑷!<!/'.«、！十 1 .. 

造搽的跖間I，我們可以對區 fffl («，M 的侮一個點《來作。所有 
iS 糚區刖的全體龃成的跖問紐 s 顋然蓋化了展問根據有 K 趙 
盖定理 （ § w 引理2 ) ，從杻 N B j 以桃出一机亨限個 K 問 A lr A a , ... a 
同梭也為炷/區問（X w 甸一個玷欉的區間^ 郡玷我 們所作的區問 
中的某 -ns Ui a_.' =1， ：v■. ， 《) 」间此對於區問 /v 的彳 m 似*,我們存 
!/(s'!!<：/^ J; )i -；.]. 

如果我們把 I fi ^ i ) !，I/(.一 ! ； ■■■, ! /(；«■：，)! 個數中的最大者記作 ■ 

", 並丑記住屙間 (A W 的仟 H 點3至少要鳩於區沏乂屮的某一個，於 
公對於 KS 間（《， &) 的任 H 點 s 我們就有 

Ij ' aOo + l ; 

這铣證明了函數 /(>) 在區問 (<；,*) 上的有界，^。 

o 當然.収定於區冏 o. ?0 : 如果鲇 fl 足區問（"，0 tr ■卜喘 mum 乂 I f ( x )~ 
一 /U0I <1苗然 只要 求對於 blSH。 而 Ji 问咔义旗於跑間 b ) ^jf,v : r 成立。 
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定理 2. («, b) 

大値與一個最 /;、4: . , * ■’ ’ 


-^ m . 稂據前一個定埋，函數 /o) 在區；13(0，〃）上有界。又极逋 
§18 ?ui 3,函數 /(S) 在區問#彳）上所取的碴詛成的.集介 j 從而 
有下確界《與上確界 a 然而我們知逍一個有界盤旮的確界不一*定就 
® 於這個集合本身。在我們現在的犄形，就是說《與 js 可能不餡於龙 


合換句話說,可以不是函數 /(=) 在區間 （a 上的値。' 對於不迚 
發的函數來說， ® 樣的情形适 完蚤可 ㉟的。例如跤定 

■ r (2<1)> 

'0 0=0， 


只耍^<1而且充分接近於1，就可以任意與 I 接近。故上確 
游卜 U 然而在區間 （0,1) 上沒有一侗點可以使/0=) =1,而到處都 
逛 /OX I 。定理2的 H 的就是要說明對於迚齩函數來說這種情形是 
不可能的，闶而 集旮# 的上 下確界 榦分別是函數 /( 幻在 M 問 （ a ，6) 上 
的设大値與最小値。換句話說，在（％幻上永泣可以找到3欉的點巧 
使/(%_)= %也有寧樣的點％使 /( a ) =/?。 

mm . 我們只對上確界 p 來進 fr 討論，因爲對鉍下確界的討論完 
全可 it 会 KI 地進行。我定在區間 ( a , &) 的作一點都有 f ( x )<^, 
然後設:法得出矛盾來。因爲函數；3— /( 幻 b ) 上連锫 而且不 
等於零，所以极據 §21 最後的結果® 數# 二 ❸也 迚給’於足由定理 
1可知它在道個區間上帘界。锭而有這欉的'數 i v >o 存在，使得 

^- m <° (岭 

因爲數是一個正常數， 靳以 s 就與上確界的定義相抵觸 c 因莴 
依照上確界的定義，無論3>()怎镣小，在 K 間0， 0 J *: 總可以找到 / o 〕 
的値起遇彡―〜這個矛盾就證明了定理 2。，」 
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定理 3'. C «, 6) JiM , Xr -^ l ^ f ( a ) 

m f(b) «ia b 

Mo5=h . ■ 

" -^ M . 定理 3 表逹 了連績 函数的這樣一個性贸，它就是我們 E 覺 
屮邮 i 化的眞實葸袭:連辕變量從一個値變到一個値的過耗中， 
一定迤經過一忉中 間値而 不能脫棹邡屮的任何一個。 

mm. 我們 ff 先考虛一個特殊情形 3 其中 /(«) m j ⑻ 有相反的 
符號/乂 V 。0〔換句菇說，我們要 ® 明一個迚絡正値變到 ft 値或 
從 ft 値變到正値的過程中，一定要經過零 x 我們假定 /o) 在 o, 6) 區 
咄的飪一個 m 部不等於芯， . 然後洱來設法找出矛耵。我們把一個區诎 
叫做是 fiijj 的，如 取在 它的雨端 ® 數 /o) 有相反的符諕。顯然，一個 
正則跖 A fl ； )fTF 中一定有一卞而 -ft 也 A 有 - 一半是正則的（我們要提酣 
一下，遽了我們的骰定 /(S) 無 ® 爲莕 ) 。极據定理的假設心 = 
- (ap) 是圯則的。設心迠 ^ 的正則的那一半， A s 义是心的正則的 
一 ' 半，依此類推。區 間心 … V … ， I … 紐或一側4間 ; Eg, 因而，它們有 
一 W 公共點，我們把 S 個 & 共點記作。。因爲极遽我們的假定 /( 0 _ 0 , 
所以 /( 0 >o 或 / 0 )<u . 爲確定起見，假定 /(c) > a : 极據本節開始 
時所講的引理，對於一切允分接近 c 的％ 我捫部應孩有 /( 4 > 0。伹 
是點 e M 於正則區閊乂 , ® 的 M 可以彳 r: 意小， S 就表示在點 c 的任 
何隣域內總有使 f ⑷ < 0 的點的一端）。适璨就發生矛盾。适 
就 ® 明了定埋3的特殊情形 3 

现在我們來时論一般 1 降形，令/»— r=y(cr) 0 因爲根撖定理的 
條件V是在 /(«) 與 f ( b ) 之間，所以‘?((I)與 <7-(ft) 有相反的将號。佴 
W W 敦 n 幻隨丽迚給，所以根據剛才箝明的持殊情形，在 a 
與心間吋以找到道樣的點 e 使 nO ㈣，也就是説，使 /(c) = r s 迢欉 
一來，定瑰3就完全證时 f。 

祉莊骰定函數 2/=/( s ) 在區間 （ d ,&) 上連續而且遞增，卽當 
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時，我們永遠有^ /(«)=«,/(£>) - yS 
(«<«> 又7是《與#之間的《意一個數。根據定理3,有适樣的數 c 
(««；0存在，使得 /(c ) 佴闶函数/( V)是遞堺的，所以這侗數 
然显唯一■的。因此，對於區間 (《,/?) 的毎一個數1郤有區間 (>» 
的一個數 e 與之對應„換异之 ，對於 ® 2/ 在跖問 <>，卢）上的毎一個航, 
都有景 z 在區問（《，?)）上的一個唯一確定^値與之對應， ® 使得 
= /( 幻成立 。所以 ，旬^是確定 在跖間 （《, 上的關於;/的一個 函數： 
s = ny ) 、« jry ， 

這時，顯然有炉(《)=«， 9 (^) = b „ 函數 a ; = P (2/) 稱爲函數4=/⑻的 
道兩個函數在 mi . t 代农與 2 /之間的同一個關係，它們 
间的地方，是在於從道雨個遄中究货把雕一個® i 作自變: a , 娜一 
個取作函數，， 

例 1. y = X - ( — co<；i.-<； + co ) ；反函數： s: = v / y ( — oo<； y <； 
< + oo ), 

W 2- y -:siu 2 ： 妥)；.反两數： a : = ai -(! sill y ( o < j ( < l ) l; 

4 在我們要證明：遞坩連數的反函數在對應區阆上也是連賴 
的 0 ^ 

定理 4. fx ^® ti ： y =/(^) $ 哼巧 («, b ) 尽孕續，叉 

/(«)= … firj；x jSiM s = 9(：y)ieKB] (^, f3) 上也連學 V 
mm. 先假定，; 4 區間 （《，p) 的仟: i 二‘内 sl 令 Wr•)‘c, 於是 
a < c <b, 並且 /〔<0 = K 。取 s >0 足够小，使得數 ‘C。 與都 J5 於區 
間（《彳)。令 ; 

/(c^g)=r 1> /〔e+f) = K : , _ 

於是 y \< r < r % , 我們用 s 來記 h 及 v . t - y 兩數中小的一個 3 
現在假定 ly—K<s ，於足，顯然有 r !< v < y , 因而 

9(/ ^)<<P(y )<</>(J 2 )', ^ - 

佴屮 ^( r *)= c + e , 所以， 
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.. \ t —£< V '( e , 

St 就是說，！气2/)—<%因此，我們 ti 經證明了從 
\y-r\<^ 可以推得！ 9y-i!)-^：y')\<i 因爲 £> o 可以任意小，故面 
數 9(y) 在點 r 迚綾，适就足所楚說明的。 

常 r = « 或 r = p 時，用同焓的 考谥方 法可以得出函數刊 yX 在點 
«) 的右迚殺性輿 （tm /s) 左迚繪性。 

岱然，适個定理對於遞減的迚紹函數也是成立的:， 

在§ 2 U 虚我們 ti 經屢次; rt 指出過迚續忤定義的局部性;這種性 
質，是按照#-一惘個別的點來確定的 ，闪此 ，一般龙來，函數可以在某搜 
點述結而在.>】外- - 些點不迚賴。至於 囟數在 區間上的連綾性，則我捫 
怂用它在运個跖間的好一點的洩賴性來確定的。此實，我們也可以 if £ 
接定属函數在區冏上的連锫怍，而不必依賴於在一 S ; 的連賴性槪念 。道 
楼做時，我們的屁木出 發點应 是《下适個基^漑念，卽迚續性的實 ® 
就是常自變蛩的變化很小時函數的璲化&很小。 

我們稱函數/(«0 ^ l ^ il|J («, f >) 手學，假如货在运個區間的 

— 竽吧彼此允分枭近•的’點*上的値之¥，‘就’絕’對値來說， 吋以 任意小 

孕亨 -o, m. h-aisin , ja^Tta'^# 
巧斗-. ，.令 : >o 卜呼 弯«-，{|, s>o Vr /, 4 

^ m \ m \^- ^ iVk * s kmsVi i W ) 二 A 〜)!< t :, 

适欉確羞 續性是了导念 ，足 •mb “連 I /(^) — /o 川 

的任意小並不依賴於點: ei 與在區間 (X 6) 上的位谢:，而 h 要它們彼 
此充分接近就成了。 

一致連賴性的槪念對數學分析來說有非常重大的意義。因此有必 
要在一渊始就弄済楚.，這愐槪念輿我們從前確定的函數在區間上的連 
續性的槪念有些什麼剧係。汗先，道幾乎是顯然的，從阄數在區問上一 
致速紿牲可以推出总在运個區間的毎一點的連續性，拽付話說，可以推 
m 我們以前規定的在區間上的連溢性 9 事實上，如果函數 /(*) 在某區間 
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上一致連績，又 a 是道 個區間的任何一點 ，則當 怎充分逼近《時 1/(®)— 
-/(«)! 可以任意小，而這就表示商數 / O ) 在點《連續。然而，圯這個 
更加深刻得多的事實，是它的逆定理也是對的，換旬話說，從函數在某 
一^ " C 閉)區間的毎一點的連續性_|@推出它在适個區間上的一致連 
續性。這棒一來，我們迆，給性的('擊/於_閉區問的)漸定義就恰好與以前 
的(局部性的)定義完全一致^ 

E 理 5 . («, 

n 轉。 * '' . ' . 

•假定 《 是 E 間 （a 6〕的任意一 S 又 £ 是任意一個正■數。因 
爲面心 /(®) 在點《連镣，所以 W 於一悃充分小的 s=>o, 我們會有 
l/(X) -fia) I <^, 

只要 是在區間 O - s ,， 上= 因此，如果 A 與％ 是 o — s ” 

a + s a ) 的任意兩點，則 


1/(^)-/(^)[<«. ，.⑴ 

我們澍區間0，<&)的每一點《都進行道樣的作法，並且把這樣作 
成的區閬X， a + S.) 縮短一半所得到的區間 f O- 士 S” 《十 j 5, ) 
稱爲點《的 :: 専有區間”。這些專有區間的總顯然蓋 住了整 個區間 
(«，&)。根據有限覆蓋定理 （§ 18引理2 )，從這些專有區間中可以選出 
一組有限個區間 A), …， A ; ，來，已經蓋住了區間 O, 6)。把區間 Ai, 
〜，**•，△»中最小的區間長的一乎記作 。 

琛在 fK 定％ 與 A 是區間 （a，6) 上彼此距離小於 S 的任意兩點，點 
a?i, : E 如區間 O, &) 的任何一點一樣，應該麂於某一個區間 A*; 而 Ait 是 
S 的區間之一，因而是區間 （a, ;0的某-假 a 的専苟區間 （ a ~ >， 
«十+&«)0 —故 i®l-al © 是 ）3 —.方面， 

o 當然，我們®*被到的*都是屬於韪間 （s &) 的，因岛在过® a® 以外的 K, e 歎 

极本可以 s 有定裹 ■> * 
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其中後面的那個不等式，是從数 S 的定袭得來的。 所«與叫兩數 
中的每一•個離開 A 的距離都不大於 1 1适就說明 
| 2^2 — a | < S. 

由此可見， 點: ffi 輿&都 H 於區間 (a — ?■，^ + 50,兌不 T 式 0) 成 
立。佴由於 a 與％ 是意阐個卧離小於 s 的點， a 鱿證明 r k 数/(幻 
布區間 （《, &) 上的一致述續性。 

W&J-: 我們永遠假定在定师 f> 中所談到的區間足閉的，卽包含南 
端的說來，定理 3 對開（不的區耑並不成立 n 例 
如函數/⑷在開區間⑼ 1) 的甸一個點都 逆賴 ，供在該區問並不 
一致速较。箏實上，對於小的 S>0, 令％ = 8,〜= 25,則卜 S 
而 1/00 -/C=0I = I 1^1 -^1 可以任意小，佴 

! /(%) — f (^) !可以 fES: 九 齒 jk/(«) =tg!K 在開區間(一晉， -4*-j) 
也有類似的情形。 m.m 個例子中，我們时論的都是無界的函數；在 
谷20中我例所考虛的函 敦 Sill | 在開區間 （0, 1) 的毎一個點都運績， 
並旦顯然在适個區間內苻界。然而它也沒有一致連镣性，因爲有任意小 
( 因而也耽彼此任窓接近〕的 數〜與 A 存在使 sin^^i )S m^=-i B 

§ 24. 初等函救的連鑼性 

在這一節恶，我們要搢明一切簡眾的初等函數某木 _：:( 卽除了某些 
個別的而且易於鑑別的點而外)是迚镦的， 

1. 根撖§ 11的定理 5 ，可以蹯定毎一饷多項式 PO) 凿 cc 的任何 
値都連辍。同節定理7的結果，正好斷定毎涧有 砰分式 對一切 
使分母-不等於器的値^都連錆。所以， T ^ 亨—譽 f-f h & mmm . 

2 . 我們來考虛衍數函数 y rmtkk «>' i . 

闪爲 

a I+fi ~ a x = a r ( a h - i ), 

所以要 s 明函数 v mm * 的連箭性， h 志要證明 
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數艰 S ■枬简明软挥 

爲此我們首先 注意：牛頓二項式 

(1 + l)"=U + ii '4 ■…， 

其中 A >0 而《是任一涸自然数，當 »>1 時給出 ® T 面的不等式: 
U + A ) ,, > I + wA J 


爲丁確定起見，不妨假定 h > o s 然後在适個不筇式中令 ; l = 於是 

我們得到 ( 

K C ",7 * (,*><>, ^>1)'. (1) 

現在我們選取《使 

h < n HI 

於是因而因爲 《>1 溷數 w 是遞增的，(可參看§ 17)。 
於是從 （1) 得到： 

ft ' 1 - I < (T ~ ： 1 J 
U 

佴因爲當 h - H 、 時顯然有 n - > co . 所以 

< i h — \ V () {Jir >0 ") f 

這就是所要說明的。因此，一切措數函馼#對的値都是連續 

_■**** *•* • ■ « 4 • ^ 

3. 在§ 17 襄我們已經 知道，對於一扨 a >0 , 函數以都是單調 
的 ® :當 《>1 時遞增，而當時遞減。因爲上面我們已經證明了铽 
悃函數的迷績性，所以它的反函數唯一存在，並且根據3 23定埋4,道 
個反函數還在宇直線2>0上連賴。這悃反函數就是 Ig „ s . 所以一0 
對數函數都連續。 .. 


o 在纟7例 3 中我捫 rL 梓者至！)過這個不等式。 

❸一個 I 凼數叫诹單迪的，足措 t 在 d 知區間（也 町能是 在穿师廁 數铀） 上或者不铽或 

老不增 4 
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4. 其次，從指數函數的單調性還不錐得出一般眾困數&在宇直 
線《>0上的逆績性，這褢 a 是任 M —個常數。事實上，爲確定起見不 
妨假定《>0,又假定《_是任意一個 大於* 的整數。 

我們有 、 

(aH-fc) a —a^ = a; n [(l 十 iM ⑻. 

镩確定起見不妨再假定办>0。由於指數阄數的單調性,可知 

i <( i +4) n <( i +|) u . 

c 當然，我們假定=>0)„因爲 ( i +^ y i 是關於 a 的多項式，並且顯然 
常 / W 0 時它趨向於1，所以根據 S 11的定埋10,從_{1面的不等式就可 
以斷定：當&->0時， . 



從 （ 2 ) 式就得到 


(it? 十 ft ， )* 1 一 ? 0 

ii 就是所要證明的。因此， f ■了 f z > o 〒竽 0 O 。 

fl . 函數 Sin ? 與 KH 0 ； ¥整_個^‘軸'上‘的連 i 性是很'容_易^明的。事 


實上， 


sin(a: +A) — sin eos^fl；-^ -—) sin 


h 

"2 


其中最後一個因子當 “ 0 時趙向於零，從而整個右端也是這樣。對於 
阄數 COS A 可類似地進行證明。圾後，函數 tg % ctg X , 300 3?與{；0舰：1； 
可以表成以量1， ease 與 sins 爲項的讫式。所以-•卞手，序考:年宇$ 
有定義的一切點都連锫。 . 


6 . 應用剁於反阖数的迚賴性的定埋 （ S 抑定理 4 ) 齑接可以導出 
如下的 結論：一切角函数 ft 相應 的说問 上迚緝。例如我們考慮函 


O 其實，如果把函败/莴成/ 1M 1 的形式，到利用§ £2定埋1，我捫也不 KS 直接 
從掊數钿取與射數函败的速嬪性椎出這貼函数的連 磧性。 
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數 arc sim :; 因爲函數 sin a : 在區間 (- 上單調，連策並丑從 
一 I 遞增到+1， 所以 它的反函數在區間（_1， +1) 上單調，連續並且 
從一吾 遞增到十专；而這個函数就是 areai ㈣ 

邊樓就完成了一切簡單的初等圉数的連續性的證明。我們知道 
(§6) 一切其他的初等函:政郡可以從道些簡單的初等函數經過有限個 
笕術運箅與構成複合函数來得到 D 乂闶爲把這些運算用到運績函數上 
時，极據 §S 21-22 的定理 ，依舊 得到連銳函數，所以，這就證明了一切 
初等函數除了某些個別的點外，到處都連績，而道些個別的點，在每一 
個個別犄形，都可以直接從相應函數的分析表逮式看出來。 

例. 函數 

■ 

. ”咕 fi 

除掉1〕點== 1,2) 滿足等式 , 


的點％其中 A 是任意的整數，換句話說，點 


(2^+1)^ 
(2- + 1) tc-2 


二…， —2, —1，0, 1, 2, ■■■) 


外，到處都連績。所以連續性的破遨 K 在那 些直接 可以看出來的點發 
從3在遂些點 S 知函數的分析表達式失去了意義。 

第五章的練習讀者可在 B . JE . 捷米多維奇的習題集，笫一章,中 
找到。我們首先推蕊逛題 490— 501, '515—5 i 8, 544, 546, 566, 568。進 
一歩的挑選可以遵照教師的指導來進行 D 



第二篇微分學初步 

笫六京導數 

§ 25. 函數的均勻變化與非均勻髮化 

當我們在實際上耑要硏究那些在變 me 的:駿诗 ， f $問題，也就是 
筠化的問題，通常是提出的屯要問題之一。 

皮是它工作效能的踅要標誌。城市人 HI 增姣的忟慢是城市生活的 
一俏宽要指標。一條由比較低的地方上升到比較高的地方的道路，它的 
險峻的程度植:接與 ® 條路在常地开高的快慢密切相闕。 

所謂痠化的速度這個槪念,它的原始含義，本來對於毎個人都是裉 
淸楚的。不過，這秫常識上的了解，要想用來解決大货的贲際間題，却 
是很不够的。我锕還有必要給它以精確的數量的定滿„要建立這樣的 
定義，只在不多幾 w 炝简單的犄形，初等數學的方法可以解決間題。而 
對於一般情形，則只有用我們現 在茁要 着平硏究的數學槪念與方法才 
能得到圓滿的結果。在歷史關於最的©化速度的一般精確定義的 
需要，以及計算這個速度的一稚劃一的方法的要求，正是我們稱爲數學 
分析的适門科學分支建立起來的基本勤力之一，數爭分析中有很大一 
篇的內容就是遺個基本凋題的解答以及由此得出的一些推論。通常我 
們把這一篇稱爲以下我 m 就進入道個範圍來進行討論。 

假定益 y 是 M 31 ( 自縫贷)的一■個函数： 

2 / =/(*)• 

的一個變化(_嚴）如就引起资的一個完全確定的變化(改變 
位） 

~=/0+此）—/(七）. ⑴ 

(97> 
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适偭改 變盈勿可以取得各稗不同的値，它與自藓最尤原來的雔是多 
少以及表達我們所硏究的函數關係的函數 /!>) 是一個仆歴様的函數 
都有闊係;換句話說， 正如直 接從它的表達式 ( 1 ) 吁以宥出來的， A 汉除 
了依賴於改變量 Aa ; 外，還依賴於盪 z 與函數很自然地，如果(對 
於給定的 iz ), jAyj 很大，我 ffl 榦認爲量 y 變化得如果它很小，我捫 
軚認讀化得學;特別，4奶知= 0,則在自變量-値》豳到値 s + As 
的遇程中，3/报^沒有變化 0 

現在我們先來考廒一個簡單的情形，量的改變量永遠與最 ® 的 
改變量成正比的情形，卽的情形，其中《是一個旣不依賴於 
* 又不依賴於 As： 的常數，特別，當 As = l 時永達有 Ay = «， 換句話說， 
不管自 羧量尤 原來的値是多少，它的一個單位變化永遠引起量2/的間 
一個變化 Ay = «。 如粜把《設想作時間，那麽在這種楷形下，最汉就在 
gif @內（例如在任何一務鐘內）改羧了间#多的量〜而不管 
這一“ i4 那一個時刻《開始算起的。換句話說，在整個過程中，量 
y 在平孕 ，喂内 總是發半同欉的變化《。苗资吿訴我們，這時在整個 
過 程辜, • 4 5 的® 化旣不加快又不減慢，而是始終保持着同樣的迭度 
的 0 因此，我們可以說，量3/的每揮變化是，今哼 c fl 然，量的道種變 
化职態必需承認是一饨很特別的情形；不是特別情形佴却是很 
重要的情形;它對我們今後的工作具有指導的意義，因此我們應該詳齑 
地來討論它的各種性質。 

假定量 2^/(®) 的變化是均勻的， 又當 ® = a 時， y =/(«〕= 6 ; 於 
是對於任何* 

因炖， 

/⑷=如; +. f ⑷ 一 邮+卢， 

其中/?=/0)—是一個常數，因此，毎一個均勻地變化的景 y =/0) 
都是® 的一捆後性困數(一次二項式）： 

y=ax-b^ t ( 2 〕 
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反遇來說，如! a ® i/=/(aO 與自豳 的閱係就是 (2 〕 式，則 

Ay =/( s + As ) — /乂； !）« s + + —[«a + /?] =«■ As , 

也就是説， Ay 與此成 K 比， K'ffii f . U / 迠均勻變化的肩此，線性函數， 
而 .既 也 R 有它們 ，足 均勻地變化的;這消楚地説明了，均匀璲化的函數 
是多麼狹苹的一類特別的阑數。 

如果用: k 表示時間，從某一個時刻总起，又2/丧示在時刻 w 運動普 
的_ 興起點 之問的 ?!■: 離，則顯然，运個距離對應於 = l 的改變量 
坤 铣是物體從時刻$起 fr : 眾位時間（例如一秒鐘）內運動所經過的距 
離。如果1/及均勻變化的，那麽物體在任和 J 一秒鐘内郡鸫過同樣的距 
離;如果道個距 離是〜 我們就知逍 y = aT + fi ， 其中# 是一個常數。道 
稀運勸在物钝學中稱爲亨學運 泐， 而在帘位時間内一個等速運動的物 
雅所經過的 跟離 稱爲适嵌惫速連動的孕字。 

同檄，在一般犄形下，如果 r 與 wi / t ? 何饨類的兩個量，則所謂函 
数 y =/0) 均勻鲳化的 . ffi 義，榦是說當 r 改變(一個瑕位 a $, 沒永遠改 
鰱同一個楢《;很自然地，我們就 M 個數 fiifl 作是 Q 2/ (蹣於最》 
哼} ® 化的净字。因此，均勻緹化阐數的速度的定義並不引困' 
難;而 H •如果适種函數寫成 y = a < s + fi 的形式膊，常數 a 就是它的變 
化速度。在這見數 a 可以是 TE 的，負的或； t 是零。 如果 a < o , 則當 
Aa ;>0 時， A ^<0, 就晕説盈*增大時，量 y 減小。常然，這個 愦呪 完舍 
是 容觀存 在的。例如，在 我們对 論週的等速運動的情形虚，如果我們不 
把汉羽成運動矜的物體距起點的跖離，而益作是物體到述勤終 s 的距 
離。則媒[然，3/隨若時問的延接而減小，也就畢當 Aa :>0 時， Ay < O u 
在《=0的情形，我們有 y 嗦- 在過程進行中2/保持+變；在我們上述 
例子中就相啻於物體是靜 . lh 的， H 的述動速嘹等於零。 

很淸楚，在函數的非均 ij ® 化的惝形，山 B 鏟谅改變了一涸單位所 
弓[起的®數的改變 m ,在變化遇程屮的不同時刻，是圩以不同的，因而 

我們就沒有像上面這樣簡單的函數變化連度的定義了 3 不 過首先 ，我 

.* 
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們可以預見到，關於函數變化速度的任何合理的定莪，都應該使得存慶 
化遒程的不间時刻，表達出不同的速度，換句話說，變化速度這個槪念 
應該是…悃我捫在前章中講過的所諧的槪念。 

§ 26. 并均勻運動的瞬時速度 

假定我們费道樣一個間題發生了興趣，要想知遒一個汽車在某一 
捆給定的時刻以什麼樣的速度在運動„澍於這欉一侗間題，回答常常 
是這樣的：“毎小時40公里”等等。這說晛了什麽呢？用瑋句話也許是 
希望說明汽車在一小時內走了 4 0公里？但是它回答了我們提出的間 
題嗎？應該明白，我們想要知道的是在汽車的速度是多少， 
而在一小時中，汽車的速度可能 E 經改^了_許_多宵可以時而 變快， 
又時而變慢；卽使我捫知逍在整個一小時中它的確走了 40公里,我們 
也還是不知道在給定的時刻，它到底有多快^ 

也許有人認爲，關於舜時速度的問題是不贯要的，重要的只是在一 
小時内汽車走了多县的距離 a 佴是道是不正確的。汽革通適橋揉時，路 
標指示着說，速度不許起過每小時 10 公里 u 如果汽难以每小時 20 公 
里的速度前進，民警就要因爲起過所許可的連度而阻止並且懲罰司機。 
道不是很淸楚嗎？又有誰知道汽車在前一小時内走了多少距離，又它 
此後一小時內會走多少公里呢？顯然,在這種犄形下，知道汽車在道個 
或那個更長的時間內走了多少距離是完全不重要的，重要的只是現在’ 
在給定的時刻，它到底是多快。 

如杲汽車的運動是均勻的,如果它總是以間欉的速度前進，那麽， 

“ 每小時 40 公里”這句話就完全刻劃了它的速度一一在毎個時刻都是 
一樣的速珲。然而汽卑的運動是不均勻的；在一小時內它的速度要改 
豳 許多次 ，當我 們說到汽車在一小時內定了 40 公里，這 R 是吿訴了我 
們汽車在道一小時內的于亨速度，並沒有說明它在窃個或那個確定時 
刻的速度，在它的路程個或那個確定的地 gfi 的速度。一小時是根 
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尨 的一段時問，在一/!、時之内广{邱的速度是可以有許多次改變的。 

很自然地，以上考處使我惘想到遝擇一個較小的時間單位例 
如説一秒鎳，來代替一小時。比如說，已經知道在一秒鐘內汽車走了 20 
米，那麽是西道還不從說明 n 車在道一秒鐘開姑時的速度呢‘？不管怎 
膠樓 ，在這輿犄形是耍好得多 T : 一股説來，在一秒鐘內汽車的速度是 
不曾有什麽了不起的改變了,在一秒鐘内的不同時刻火致是以同樣的 
速皮在運動； 西而 一秒鰱內的平均速度通常就 a 經是锺一秒鐘內任何 
時刻的“哚時”速度的一侗很好的 i £ fU 値。 

、 這粜考廬的是比較粗糙的對象——汽単。伹是在物埋學和技術科 
學中常常還黹要考 B 更精確更細緻得多的情形，有些運動的物體,在一 
秒鐘內，其速度的改變比汽車在一小時内的改變還耍更頻繁更劇烈得 
多。只要想一想那些物質的微粒-一 ■ 原子或電子它們在一秒鐘内 
就要發生十萬萬次的援擊,急速地改變舂它們的速度。顯然,對於這樣 
的微粒來說，一秒鐘在它們的生活中是一個 II 大的歷 史時代 ，因 而窃們 
在一秒鐘内經過的距離一點也不能說明它們在道個或那個確定的時刻 
的涵速度。 

闶此，我們現在有必要來進人一般性問題的硏究,關於道一點，我 
捫上面考璐過的那些例子給我們作了充分的準備。我們用 t 來表示時 
冏，從某一個遝定了的時刻痒起，用 S 表示 物體從起览的時剎起到時刻 
t 热 爲 .il'/fr 經過 p 路程。於足-對於 f 的毎一個値都 H 應一個確定的 a 
的値，所以 s 是 t 的一偶函數： ’ 

^/( 0 - 

這涸函數關係稱馎!1知物體的學$事序；我們以下筇作遌個運動規律 
诂我們已經知道 T 的。 * ' " * 


O ©簡蜓尥見，不姑职定物 fc ； S ： 沿 ffiJS 速®的;車贸.〗:， 以下所 IS 的一切，就在 K 廣 
泛的妹杵 Fi ! i $ 是對的。. 
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於是我們要想解決的問題就是：知遒了運動的規律，應該怎麽欉 
來找物释在任何時則 f 的連動速虔？在解決這個間題 之前， 我們有必 
要先來作一梱重要的關於方法論的說明，爲了要 K 確地理解我們這裏* 
的處境，以及 苒了今 後我們要面臨的大量的實際間題,道個說明都是 B 
全必 要的。 

在我'們:通常遇到的大量問題中，常我們要 Sf 算這個量或那個量 
(例如二次方程的根， '[£ 角三角形的鹿的畏度等等）時，這些最究竟是 
什麽是我們已經知道的，換句話說,我們 a 經知道适些锖的一般性的定 
義；因此按照間題的性質，我們要找的只是這些最的數値或文字表達 
式。 ; 

但是我俩現在所處的地位鱿完全是另外一回事^ 所謂運 勤着的 
物體在一個給定的時刻的速度究莧是 ff •麽東西我們是不知道的，我們 
還從來沒有給這個槪念下過定袭„驟然宥來，我們的間題是沒有辦法解 
決的： 雖 道說在我們還不知道一個量究兌表示什麽，換句話說，還木知 
道它的定義以前，就能够找 到訐结 适個量的本法嗎?因跑要想使得我們 
的間題是仓■理的而 n 能够 得到解決，我們就應該認爲它給我們提出了 
一個筚寧哼任務： 1) 要建 3 t 嵘時速度的一般性的定義， 2) 要提供計算 
這個碰士 A —個具體辦法。我捫以下就道様做了’而且我們馬上榦會 
眉到，對於這兩個間題,我們可以同時從一個論點出發來予以解決，因 
而也就同時給出了兩個問題的答案。 

今後我們還會署到，戕們利用數學分析來解決的大量的幾何與力 
學的間題，都具有 i 3 稀特殊的邏輯的性質。 

現在我們寧來啬于.解決我們的問题。在考慮我們希望確定哚時速 
度的那個時刻 f 的同時，我們设考跟另一個較後的時刻 A *。 在這兩 
個時别之間的那一段時間 Ai 內，顯然物體綷過的距離 & s =^ f ( t + M )- 
—/ ⑴就等於函數/⑴對應於 S 變發的改變量 △( 的改變暈。因此我 
們，可以說，在時刻*中 + Ai 之問的 AS 辑一段時間內，物體在軍位時 
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問(例如一移鐘)年均走遇的路程是 


⑴ 


這個比做我們稱爲 fr : 時剔 （與 加; i:f!{j 物體的于$ 孕亨。 道個半均速 
度是赉就是物體在時刻 f 的蜱時速度呢？如果心彳 ii：,^ 從 i 到 t + M 
适段時間内物體的速度也許钤改窫許多次而 R 還可能改變得很劇烈， 
因此我們不能把适個平均速度常作物體在時刻 f 的瞬時速度。佴是如 
果泣很小，我們就可以指盟在适個時間内物撒的速度來不及帘很大的 
改璲，物體在 iij 個時間内的甸一卩5則都以大致相同的速度運動，因而在 
记 個時沏内的平均速度，就可以 7T •作是狗體在時則 f 的裨時速度的一 
個很好的近似値。說得《切一*，就是:我們可以認爲改變蛰加越小， 
钪（1〕就越近似於我們评想的物體在時刻 f 的速度;或片更確切地說， 
M 要我們把時間 △( 取得手 H、， 苡⑴就可以#:|:亨岑；我們要找的 
物體在時刻 i 的連度。如•果*用__)來衣兩所要 hbkk; 那麽以上的 
說法就說明： 如竽 兮个， it—w(i) | 穿 小。用極限論的 

語3來說，就是:常 Af - HiW , ® <0足 

• • * » ■ • • 


r ⑴ 


= !im lit;1 /(( + Ai )- A 0 - 


( 2 ) 


因此，寧甲专—巧，，平度就足 Tg 所龙過的路祥與時間之比 
辛嘐爷―，: — ，•我.們•就•姐.立 Y — 度 Vi 定 W ， I "— 
也枭 m +“命去 轟洛士，’四而完全解決了我們原來的問 m 。 

irti . 在公式：〔 2 )中，我們必須把 f (卽我們希.嚷確定速度的那個 
時别） 符成 是一個常數;栎限過挥.是 :時間 a (無限制地減小，而作爲适 
段時問的開始的卩$刻 （ 則不鋟。常然，运個防别《我們可以任意地選 
棵，佴足一經選好 r ， 在整■計兑速度的過程屮，它就應該始終保持本 


m 


at 2- (2) 式中所說的極限可能存在 f 也可能 不存在 ，完全依賴於 
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我們取定的時薄 H 边反函數/⑴的類型。如果這個極限不#在，'則在 
相應的時刻,不可能用我們的方法求確定物體的速度。在這稩情形下， 
我們寧願不去找瞬時速度的另外的定義，而乾脆認爲，在道樣的時刻沒 
有時速度。 又 

m i . (等加速度運動-一眞空中的自由落體)。*=/»=^，其 
中？;4 一個常數(所謂“重力加速度”)： 


As=/( 乂加 ) -/(f) = f =如 Ai +f ) 2 ; 


A^i f(t-iM) —f(t) 
A . 广 - ^..百.一 _ . 




v(t)= lim -~ = gl m 

AhO 加 


因此，在眞空中自由落體的速度隨時間而增大，並月澳經過的時問 
成正比。 


例么（簡諧振動）， s =/( i ) = aain 如（其中 c 與①都是正的常 

數) 。 

堪裏 s 是運動若的物體從選定的起點算起的! ife 離， 一 '個方向(例如 
向右)的距離的 ,）3 —個方向（向左)的距離箅是姣的。 

As=/(f 十泣）一 /( f ) =| ^也 <»( 式 + 如〕一 asin oji^ 


: COS 0?( 4 + 嘗 ) SLQ^~ ； 


<103 0)( t + ^ 

AS V 2/ 


in -- 

2 _ . 
厂 : 


u (() = oca eoa cot . 

在堪個例子中，運動着的物體(如杲假定是在一條直線上運勘)，潁 
然在 8 = «和 s = _«之間不停地振動（固定振幅的非阻尼振動)。按照 
我們安桃好的關於3的符珑，很自然的，當物體自左向右運勸時，我們 
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的速度是正的，而在相反的方向則運動速度是饤的 3 在點8=士(1時, 
我們應當有‘叫=±1，也就是說<!0 3 «( = 0;闶此在這些點瞬時速度 
等於零。 這倒是很 A 然的,因爲在适些點，運動改變方向，從而也就改 
變速度的符珑。常 W = ± 1時，物體有最大的速度 | <#) 1 =在 
道些時別 .<! = (I sin 咖= () ，也就是說，物鱧在适些時刻經過起點。 

§ 27. 非均勻棒的局部密度 

_在物理上，形狀接近於 K 線段的物體稱爲棒;棒的横斷商很小而 JI 
在 fH"r 部位都公一樣的。如眾一悃 棒的彳 T 何苌度 相同的兩段都 有相阐 
的質货(或者，另一鞴説法,相同的重量） ， 我們就說运個棒是;對 
於均句的棒，它的任何一段的質景都與它的長度成正比，所]^任_何 ^-段 
的質®輿它的技度之圮都得到同一個常數（*。這個置 d 可以看作是禅 
m 靴 ii 的貧 ft ;稱爲均勻棒的寧，零。 

如觅一個棒是非均勻的,墒說，在槔的艾些地方物質分怖得密 
一呰，而有些地方則不太密，於是棒的同浇提度的雨段，一般說來，就 
有不 N 的苡 M ;。 而毎一段辟質量與它的提度之比對於不同的段就不相 
m 自然地，我們把這個比値稱爲槔的給定的這一段的于，亨字。因 
爲在給定的迠一段上,物質的密度可能不止一次地路: "礙 k 着， 
闪此，益一段的卒均密度，一般說來，並不能使我們知遊在 it 一段上的 
适一個或那一個個別的點的鄰近，物 S 分佈得多®密， S 跟前節中汽車 
在一小時內的卒杓速度，並不能使我們作出 ff 何湖於汽車在給定的時 
刻的速度的結論2杂一樣。 

因此，要想刻劃出在棒上的某個確定的點的鄰近的物質密度，我們 
就遇到與§ 2 e 中當我們設法估計運動舂的物體的瞬時速度時同镋類型 
的困難。不過，旣然新的困難與舊的完圣一樣，我們就0然可以指望用 
同槺的方法來克服這個困難。 

我們取棒的一端來作爲計算的起點0,用 s 表示棒上的點對於訐 
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算起點的横坐標。物質分佈在 (0,2：) 段上的質量是 T 的一個函數，它 
ft * 的增大而增大;我們把這個函_記作^ =/(=：), 分沲在 E 與5 + As 
(加是任意一個 it 數)之間的一段上的質量顯然是 

Am =J ^ + As) ~/( } ' 

因此物質在這一段上的平均密度就等於 


Am _/(s + Aa ?) -/( a ?) 

Ax As * 

如果 As 很大，在 O, z+Aa；) 全段上密度可能有很大的變化，因而我們 
沒有理由認爲我們所得到的平均密 度已經 刻劃出棒上點 * 鄰近的物質 
密度 。 佴是，如果 As 很小>則我們可以設想，在畏度爲 Aa 的全段中遍 
質的密度來不及發生很大的變化，因而在道一段上的平均密度就'很接 
近我們所想找的，那個能够剎劃出在點 * 的鄰近的物質密度的_傾。當 
扯越小偭見解就越異有說服力；由此，跟前節中一樣，我們有理由 
得出結論說： 棒上點》 的鄰近的物質密度就是 


rf ㈤ 


; lim Aw :: 

Ai ->0 Ax 


(當然需要假定這個極限存在)。道樣確定的量火$)秫爲棒在點的 
f f (換旬話說，地方性的)^^ *>。顯然,我們可以把道個蜀部密度看 
▲士棒的長度增大時，質:化速度。這種新的觀點便我們現在的問 
題輿§ 26 中我柄解決的問題更加接近起东；它們之間的不同點就只在 
於在新的間題中完全沒有時問而 IL ;如果說在前面我們曾經找出路程 
隨着而變化的裤3$速度，那麽在道裏我們妍究的就是棒的 
質量奉奉心亨字而@化的局部密度。時間在這個過程中是不起什 
歴作用的。_ Hit ，•我 *們 a 經看到,我捫完全可以談到一個函數蘭於自麴 
量的筠化速度,而絲毫不管這兩個量的實際意義究竞是什麽。速度槪念 
的适樣一個推廣，對於數學理論來說，是具有決定性的意義的;在下節 


O “局部(地方性的)這佃衡辂在前一韋中我惘遇到過】它+逋表示道樣的#微，卽 
在不時的轚可以不相闻。 ' 
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中,我們就來詳細地考虛 i 3 —點, 


§ 2 S . 導數的定義 


假定2/=/(幻是 n 變最 w 的汀:意一個闹數。如坻浩*藓化時 ， y 
均勻地變化(在這禪情形，我們知逍 /(d - -定赴 * 的線性函數， /(*)= 


=«*：+扪，則 Jf 對於4；鲳化的速度就是常數等於 y 的改瘦:!；與相應 
的 r 的改變 S 之比卜。道龙，這個比的値7卞遠是同一個値，它與 
起算的値 r 只及 s 的改變 As 都沒有關係。搀句話說，不管怎樣選取 
$與心：逛個比的値都相间以上链挂在§25中我們就已經知 
逍，而且在那褢我們曾經指出說，一般情形，當2/非均勻地變化時，關 
於汉對於《的改變的速度間題，就不能逗欉 m 取地得到解決。如果我 


們謖自變頊從某個値 * 變到它的两的 ® x + hx , 於觅贷 y 得到一個改 


變量 A; 户 /(X+AaO-ZO); 在#杓勻變化的恼形，對於不同的線段 
(A 叫-加)广般說來，比 g 是不 同的, 栴句話說，它通常依賴於起览 
的値^以及^的改變 M As。ill 倜比値劍割了在線段 (^, 2 + 此 )上 y 
對於； C 的變化的千 P 净^如 龙忒們希7 求出道 個鏈化的局部速度 
(钛是在羧是的&‘一¥値 ：c 的鄭近， a/ 對於 T 變化的速度 ）,in 二宇一 
句地; t 按我們討論過的那兩涸例子的全部說法，顯然我們就可以做出 
結論說，我們應當定義 it 個速度爲®數的改费量與自#最的改變量之 


ft 當後者趨於塔時的掻限 

】 im /@+ ⑽ 〆 o 〕 . 

A ^ r-^O 


⑴ 


在 iS 裏，我們前面在考盧例了-時所作的註釋都依然 洧效。 例如 u 有在 
h 述極限存在的時候，我捫才能够談到局部速度;在相反的情形，速度 
就根木不存在。又如一般説來，阳不同的點（卽對於 nigm 的不同的做 
35 ) 局部速度是不同的；在 ( 1 ) 式中，我們也應該把傲3在整個沲限過 
程中都着作常數(只有此改瘦 ）； 不遇這惘常數是可以任意選擇的 ，而 
對於它的不同的選取就得到不同的速度(:道就是我們之所以說 ® 是“局 
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部的”)。 

用極限過程〔1)來定義的局邡速度可以是正的, ft 的，也可以等於 
零。我們不難知道速度的正 ft 傅號的寶際意義。事實上，如果馇 a*->o 
時，比^的極 K 是正的，於及我們知道(§ 10,定理2 ), 對於充分小的 
As, 迢個比本身是正的；迢就說明，對於虹>0, 我們有 Ay>0, 而對 
於 M<0, 有 ay<0； 說得簡短些 ; 就是不管自變最改變量的符號如何， 
闽數改變量的符號總是跟它一钹。這也就是說，隨着=的增大2/也增 
大(從而隨着 * 減小 y 也減小）。反過來說，如果速度是負的，則類似的 
討論就指出,隨着: K 增大，:!/應該減小,反之亦然。因此，速度的符號標 
誌舂函數璲化的:^7 ( 卽函數的遞增性或遞減 性}。 當然，速度的絕對 
値在一 W 犄形下•表函數凝化的快慢„ 

最後我們要指出，在以前舉例的時候，我們限制了改變量 As 是正 
的（雖然在§ 26末尾的具體間題中，费於負的 A®, 全部計算仍然是正 
確的，並且不難證明。得到的結果還是一樣)。饵是在⑴式中的極限 
過程，我例却永遠了解作是在通常的意 義之下 的極限，換句話說，就是 
當 Aa^ + 0 與時，極限都要存在而且這兩個極限要彼此相等； 
只有 在符合這個要求時，我們才認爲函數 S 對於*的璲化的局部速度 
是存在的。 

這樣，我們就苕到了,從雜粹敕學覩點东看，函數變化的速度的計 
算總是歸結到某一個確定的@限過程。當給定了函数汉=/(»)，又選 
定了自變量的値 A 則我們的問題就是要去計算極限 

' Aoo Arc 

當這個極限存在的時候，一般說來，對於不同的3：它有不同的値 3 闪 
此,它也是 Z 的一個函數，我們通常把這個函數記作 f 或尸 o ), 稱爲 
函數 j /=/(=0_ 於自@量《的 * 

2/，0)= 十，) 二贼 
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亨哼中 _ f . l 亨字 ¥ ，夺寧今孕哼琴乎亨印 — 

y=/(A k 4 s ®4 i - mkk ' . 

'* ik k^im fch'mdm r ^) mm , 稱爲 a ® 函數的微分法。 
要想善於計览在 s 然界中或在技術過程中所產生的 & 漣變化的速度， 
我們就應當學择儘可能多的阄數的微分法。 

函数的微分找是數學分拆的重要運筇之一，所以我們應該仔細地 
學習它。關於微分法則的理論以及關於遵数的怍 n 的理論众稱爲强分 
學，它桃成數學分析中帯基礎性質的一总。 s 們 it 先應該發:握一系列 
的一般的 ® 分法則與特棘的微分 方法’ s 些法則與方这使我們能够經 
過有 k 個步驟求出非常庚的一類函数(全部初等函敕)的導數。 r 節中 
我們就來做适件亊情。 


§ 29. 微分法的法則 

在違一節中，我們一方面建立一些微分法的一般方法,同時一方面 
就隨時求出個別函數的導敫,輪流地 © 徽做，我們就可以漸漸地學會應 
孩如何去求弗常廣泛的一類函數的遵數。 

1 . 常置的導釵 f 学亨暫 f 。 

確切地說：如果画 k 個过合點 z 的區間上是常: Tt, 

則 yO)=0。 因爲當 |Asl 充分小蹄, /O 十 △s；)：=/〔s), E|]Ay = o; 

所以當 As 种時，懿=0所以〆= Jini〔 怎=0。 

2. 幂函數的练數却平 y = ^ (孕中》足: iK 嵆，；>，則 ■/ = ns '^ 0 

因爲牛頓二 Jfi 式‘公 k : . 

^ = (K-h ^J ： y-x n = nx n ~ 1 A^+ y ^ - i* ( Arc)", 

所以當 As 妾 0 時， . 


As ; 


w (« —1) ( 
— 2「 ； 


加 + … + ( As )，-- 1 . 
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在這個等式的右端，從第二項起的备項都含有因子所以當 
Aor — 0時，适些項都趨向於笤。因而 



3* 代數和的導數 

y 二狀1 士％士… 士外 rt ， 

其中叫，…，、都是$的函數，並丑在點^都有導數，則困數 

* * + * ••丨 __•• *•*« 

鉍在點 * 一定有導數，並 .n 

= 士 … 士 <. 

換旬話說：代數和 的漠數 等於導數的代數和。事實 上， 因爲當$有改 
豳墀 如時，函數叫,%,■■■«„， y 依次得到 ^ ，■-- A«„, &'1/ 0 
當自變量取 新値科 此時，根據⑴式我們有： 

y + Ay = ( 叫十 A Ml ) ± ( 〜+ ) 士 ... ± [« 『,+ △«„). (2) 

從⑴式狨去 (1) 式，就得4: 

^ hu x ±A'« 2 +*-- ±Au„, 

所以當^辛0時， 

Ay^Auj Au 3 , 

As As ~ &x'~ ' 士石 ， 

最後，讓加- >0 取極限,就證明了 y 存在而且 

/ = 士 … 士 wj. 

4- 確切地說， 如果 y = au 7 

夺宁 a 孕―咿亨譽， W 孕 S： 心®伞舍吞奉拳了孕導數存在 ，•則 •孕亨一齡 

y' ^-kky'^an 1 ^ 車.實上•，; 4ra®i f 時 •, 

到改瘦 i 輿卹。於是 

汉 +Ay 一 

從瑾個等式逐項狨去 y = 邮， 鱿得到 
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因此，當時， 

Ay Ait 
- -- a *. m 
Atr l^x 

敢後，讓 As- >0 取極限，我們就舂出〆存在，而旦 ―心 

s .多項式的遵數以上迚立起來的四個法刖 a 綷可以埤出一個 
非常 ® 要的結果：它們說明了轺一個多項式 y = + ai ^+-+ a „ 
對於=的毎一個値都有導數，並 R 可以馬上寫出道個翦數。因爲應用 
适些法則，我們不難得到 

y' = na^x^ + in- \ 十 … + 

m - xmf^ a . : . 

0 .乘積的導數假定 y =«<:，其中《與 r 都 足 -r 的函數並丑在® 
^遵數存在。利用我們熟習的記珑，就有： ' 

2( + Ay = (JM A.m)0 ; +A.w), 

由這個等式減去汉=咖，就得到 

= r.A ■^十 Au\v ， 

卽常手 0 時， L 

l\y t Ah , , Av 

△ z A :。 -\-x Ax 

當時，我們 應該把 右端的 》 與 t 靥成是常位（闪筠它們依賴於 s 
耐不依賴於 As ) ,佴是 Au 與都趨向於器（這可以從§11的定理 S 
得到，因爲报據假定輿^的搔限郤//:在X所 W 右端最後一項的極 
限等於 ().^=0, 闶而収得到： 

?/ -= " v r 十 : 

Afifil . 

‘ _ ffl-K.' 定羁數〆的存在，而是-懞在法則3輿4 

的孢—樣，在搢明的過程中齊定了它的存在。因此,道個法則的完 







112 


皦 46 分析簡明較 n 


整的敍述形式應該是：今 I 乎$字 《， m 

汉=咖辛旱了亨卑 H 卓 - 十 4 y=uV+w 0 ° iiTjiii§sijil®;Mm 

的法見_1,_我_^都 ' W ' 該_^取'道*個_附註中所說的裔法。 


利用數學歸納法，我們可以把上述法則推廣到任意有限多個因子 


的乘稷的情形，不過我們把證明留給讀者自己去完成： 

却手 的導 數都# 存哼 ） 

=mJ Mi'-'Mn+^Ws* •-f - h Hjlij- ■ -w^ ； 

和 0 

. 我們苒建議讀者作爲一個練湃來證明法則2與4都是上述法則的 
特別情-形，這揽在新的更爲廣泛的基礎上來®新論證舊的結果，永遠是 
當有啓發性的，而且也常常是墩苻我們所得到的結果是否互相符合的 
很好的辦法。 

7 - 商的導數假定，其中 M 輿0> 都是《的函數而且在黠》 
郡苻堪數，並且在這一點 ^ O 0 引用我們發®的記號： 


從21個等式減* 汉口 


y +¥ 
吞，就得到： 


ti -(- 

t] 十冗 〆 


所以岱 A 蜂0時， 


勿 = ^± A U - 

史 v 


v ^ w — u^v 

史 ( 科 Aw) ■ 


Att At ? 

匕 y 一 此 Ax m 
Ax ~ v、v 十 Av'y ， 

道龙跟前面的情形一樣，常 As ->0 時，《與 D 都是常贷，而心 - M ); 因 
此，取搔限，就 ® 明了 〆 存在並 it 導數的表達式是 



C 3) 
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特別常 w 與$都是多項式時， it 批式^足一涸有®分式；於是公 
式 (3) 說明了： 

3* 三角函數的導數 a ) 假定 y = sina ;。 於怂 
以 + /^/; 灿 (^ + 加）， 

s 十 -\ sm ‘， 


As ; 


2 



Ax 
sm - 
a^\ 2 

2 / As 



^Ui 


Ax_ 
：2 \ 


\\Z 


~2~ 


常 as - h ) 時，後一個 因- 了-的 f . s 限 A 1 ; xm 撖钿.欺 eou 的迚.錯性 （s 
# §24) 

COS(£ : 屮 -^ 1 )^>co:s S t 

所以取搔限，就符明 t {r-tL,mi 

- r/ ( =C 0 ^* 

6 ) 現在 K 定 y = cw s ; : iE 以的: f 卜览， $ vK>^j 
y' ― —ain 

我們把證明留_者去完成 u 

B ) 假定 J^tg 我們的討論對象是兩個闲数之 】 t ， 它們的 

遵數我們是會求的;令 sin .s = _ t: ， wi im ,於泛极玆公 U ) 就得到； 

, = 咖。《^- sin # - 1 

^ c. 06 2 s t coiW 

r ) 如坻 V = 芫仝類似的計党 hJ 以得 到： 

v =— 1 

J sinW 


談者不難臼 ul 去求 出函救 i 與 2 /二切卿 a ： 的 




m 


數學分析簡明敎 s 


導數 。 - 

9. 在繼16進行硏究函數的導數之前,我們有必要引進一個非常重 
要的拣限。在§17中，我們曾經證明丫當《通過 s 然數列無限增大時， 
表達式 (1+ 丟)’‘的極限存在， 並凡把 它記作。了；現在假定在表達式 

(1 ++) 1 中，變量《 7爭巧宁 I㈣ 嚀無限增大 ( s ->+ o =), 我們要 

證明在這個情磨 T ， . 



⑷ 


事寶上，對於任何一 f {^ 的値，我們用 刊來記 不超通它的箭大整數’卽 
於是對於顯然脊 


) 十丄) ”4十* Kr : 


或卽 


1 + 


1 y +i 

i . 1 " 


< 1十 


14 




5 i+l 


常•十 oo 時，顯然也有？1~+十《;在上列不華式中，左端的分子以 e 
爲掩限，而分助的極限是1，右端的第一個因干趨向於〜第二個趨向於 
1。因此，當 a ：—• + «> 時,左右兩端都以 d 爲極限，闪而不等式的中間也 
要趨向於@個極限，這钛趙明了 （4) 式。 

現在假定■ — 00 ,我們令 y = — 則汉- >■ + CO ，闻而 



當 V — + 饮 時， 右端第 一個因子的極限是《 (因莴 y —1—.+ CO ), 而第 





姑: _ ，窈 纪大，羿數 
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二 個因子顯然趨向於1;逞钛證明了 



— co ) 


M 此，只要卜:-> + <«，不较: r 的?: F 號怎锘， O) it® 成立， 

現在假定在矣速式 

(1 + aV 

屮，魃敞《以任何方式塊 M 於塔 ( 我們 R 允許,因爲常0時，所 
鉍的表逄式沒有总箱〕；分^ ^.我們就冇： 



常^0時，> >卜》,所以按照上面所虑明的結果 (+ i-y - w 丙 
此，上 Mi * i 個苫式證明 f 

• L 

Jim ( 1 十 -o；)' 1 =(、 （ 5) 

我們的 n 的就是翌得到道個姑汜；取 h 我例就要用到它。 

10. 對數函數的導數假定,V - = 4七3£中 a 足-嗰不等於1的 m 
數，又 s>i> 於足 

； y + A . v .= l | VaH - A2T .)， 


Ay --■ 1：-J 3 (2 + Az) — l^aZ^li-i 



^ V . 

A * 

令’ 


A a ; h 
A a ? 


h 1 + 


㈣ 


i + 


A ::、 


x 

f 於是當 Ado 時，… M), 闪此拫據 U) 式 

A 匁 




J；\ A 」 

M -) 

\ ^ / 

又因 爲函数是述給的，所以 


:(:L 十 a) v -.._>cj 
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數學分析简明敎粒 


_上。(怒) = /純，祕 

® 個結果的一個特別镟得注盘的地方是：超越两數 lg 成 的導數是 
一涸非常簡單的有理分式I，其中 C 是一個常数。如果我們取 C 作滹 
截數 的底，道個導數還可以得到更加簡單的形式， Mi§l^ = lg.e=l, 
所以 


J x . 

以後我們還會看到，如果取 e 作爲對數的底，許多其他的分祈公式也將 
變得特別簡單。因此在分析中维乎鮑足取 e 來作爲廚數的底。以 e 爲 
底的對數叫 做“ 3然對数”;汊們把數《：的自然氍炊記作 in a ;。 因此，如 
果 jf = In S ： ，就苻 y = -^ 0 如果^/二 lg a a : ,我們已經知道 

] 

* y f ^ m a 

饵是由於0 = 取以 a 爲歧的對数，我們得到 

1 == ：H <■& 3 ^ ， 

in Cv 

因此我們可以把上 述等式 寫成 

=~ — . i .—_. 

^ s? In a" 

.. XI . 複合函數的遵數假定 2/ 是 a； 的一個馥合函數，卽3/是某個 
中間瘦量《的函敦，以=/0),而》义是 ® 的函數， t = ?>(sO, 也就是 
¥=/[>(»)]. _. (6) 
我們的問®是：已經知道了函數 /o) 與 93(2：) 的導數 (:卽 y 對 W 以及 
的導數），要來求阐數 （e) 的場數(卽2/對 a: 的導數 ) P 
假定給予變量 * 一個改赛量 A ®; 於是變 S «得到一個確定的改 
@量 Am , 又從加，3/也得到一個改變量卹；遂裏，只要 ic — 0,就有 



現在令 


第二0 第六苹導败 
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當加刮時， 

or =、 

, (0， 岱加= 0時， 

因爲常 Ar.->0d =->/'(>)，所以很明顯，常 As — 0時，0; 
又，當 Ai^O 時，由《 的定 義推出 

Ay =f'( w)Aw + a An ； 

佴是立刻可看出，這個等式卽使常 AhOirj 包還逛成立，所以它永逭 
是成立的。在這個等式的 M 端都用 As 除，就得到 


迄 ' f, ( 



Au t 

a A ^ 


佴及常又《—0; 

,. f \nr\ 

lim 
Aar->0 




坷此取極限就©明了 


y ! 存在 ifriiL 


y'=fXu)9'^)=fl9(,^l9'(^, (7) 

— •舍:蠱 4，k •进〔求八 1 0*，w'=V(s) ^ 

只要對每個瑕節分別求導數，再把它們乘起來就 


行了。 


m 1- J /= si : nfce , 郭中左是一個常數。令，於是 

y = ain u , u = ha} 


由公式⑺，就得到: 


y ' — co 1 ! v ,~ k~li coi I : z . 

■^[2. 3 / = lnmi 2：， C 032： = w，y = lntt 。 极爐公式 (7) 

, 1 sin« , 

V —-—i -- hilt ^ — ... =— tgs . 

J n co?i a 


利用饭學歸 f ) 法，汉們可以把上述祺合函数的微分法則推厫到 tEl 
三個或更多成的粒合两數。比如說，如杲 
V=K U ), u=Pi >)， v=i/{x). 





its 


齩學分析館明敢荇 


則2/對 * 的遵 數就是 , 

9 '^) f'(^) . 

12. 反函數的導數我們知道,用來定義汉是 a： 的函數的關係式， 
在某些情形 F ，可以反過來定義$是 y 的函數（原來函數的反函數)。 
現在假宛々=/0)，又它 f 一個 K® 數是 s=w：；/)。 假定在某一點 

遵數尸卜）存在 k 丑不等於零，又量 y 的改變 M 鉍對應於變 
的改變置 Ah 於是因爲 A2/=/ o + a s )-/(； c )， 所以當 A 样0時， 
也一定有 Aa : 关0,,因此當時 

I 广。、 

■ ⑻/ 

現在假定 A ：；->0； 如果函数史 (5) 在點 y 逆續，我們就有 
從而 


㈤却； 

西此⑻式設明了， 常屻，時， ^趨向於拽句話說，導數 
^(2/) 存在並 tl 等於广因此，我們得到/下 i 求反函數的導數的, 
法則： ' 

如果闲數2^=/(>)在點$有不等於容的導數，故 Jt 反函數 s = 炉㈤ 

* * • ■ «« 

在點汉連賴，則 9 ' it ) 存在並 JL 等於 

• * * • • * * • • * • J ) 

13- 指數函數的#數假定 pa, 其中 a 是一個正的常數 。於 
*^a： = Ig a y； 极據10, a: 對 J/ 的遨數是 

a：’:.:—-_V ; 

y in a 

根據剛才證明的反函数的微分法則，我們就得到 
I _ 

y 1 = y \u a ^ a z In a , 

特別當 J/ = P 時，換句話說，“最簡箪的”拐數函數，對於撤分 

• • • ■ * * * * *__* 





笫二篇 站六窣铒® 119 

述笕來波迠不變的：站 很 ia 數的剪數等於它 ne 。 

如其巾 0 是一 涸常數 ，則我 fm ， rn 令 《 m ， 把2/常做 
= c 的一個褪合函数.來石，於及根據&式 (7 ) 不難捋卸 
y' = ae ~ 1 ay - 

在 K 際應用么常常遇到所 ，雙 曲線两數”——“雙曲線戗弦” 

2 

與_ : 雙曲線正弦” 

S h S = d 二 
2 

a 者不雜證明，在 am 俏闽数 i !_ 每-，1是 >】一個的遵数。 

M . 任意慕函數的«數假定;/ =以，其中《 足仔 盘一 悃常數 。在 
饴二段中，我們已經卷到，當 a 足一個 pj 然數時， 

J/’=rt.：E …； 

现在我們來趙明'，迠個公式對於彳 f 十 f 一個《都是 對的。 

我們可以寫 

介 In c 、於是 我們行 ： 

y =二 < y ' r v . ::代 hu : ’ 

M 而按照敉合制數的微分法則 

Y = C 「「 s ' 汉 u 。 .，、 

' X 0； 

W 就 ii •我們要符明的。 

特別常《= I 時，我們苻： 

-|防，：^=+，，= —$ 尊等。 

用心涸方法 還可 w . 农更廣 g 的一顏函蚊 
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D 學分析 0 明敢程 

的遵數，其中 /( …輿外 W 部是可以微分的两數。因爲 

y 二 u=^^(x) ]n/(s：) T 

所以根撖祓合函數的婊分法則， # 

y = #{??(>■) In f ( W := {/(> 、}■■⑴ {>?(>■)/-(w + yo ) In /(>、}. 

J K ，JS ) 

例. y ~ a z , y " = z r \l ■{- In s ). 

15. 反三角函數的導數。 

а ) 假定? / = — l < c < 十 i )，， 於是溢 ® 逋過區間（一 1 ， 

+ J ) 時， !/ l ： Il ~ ySi ^-!--|- c 闽爲在這秫情 形了 3二 sin 《，所以根 
撖第 1 1段中的农_ 

q ., 1 _ 1 _ 1 _ 1 
V — df i -'l-sm^"" i x l 二 ㉟ ， 

這恶 根式必須 取正號， 丙猱常 — j 時，咖 y > o 。 所边如果 
y=:are sirt $，則 

V f - / .: ( — 100). 

M “。 ' 

用完蚤類似的方汰,我捫不_得到： 

б) y - ■ arc <*Oi s： T 只 iJ 

^ (- l <^< i )^ 

B ) 如果 = 則 

V f = l ^ 1 (-00<怎< + 00); 

r ) gy 

?/ = - i (- °=<^< + ㈤ ）. 

m i - 値得注; S 的是：反三沔函數是超越阐數，佴是它的導數 
却是很裉的代數函數（在价 ctga ; 與 areetgs 的情形基至是有理函 
KX 在對數函數的微分法中，我捫 a 經遇到過頬似的情形乂 
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Pm 2 . 我們 還應 敁注蓝到适個事實，函數 fire ■ s 與 cos a: 
的導 ▲ i—US： —個 符號 L 淘數 ■ 咏 s 與 ■ d:g s 的构數适樣）；其 
實我們不潍 ® W 到 M 個啦實， H 要我們微分下郫冷名的角恆等式 


i*]*c sin 2 ； H-iLr(i cos x 



am c 十 lu-c etg 



Ki - 在 U —草中，我們學 # f 全邡彻眾的初等鈿數的微分法;我們 
把迈 些咖 较的鸪數舛成下西的 a : 



相求 m 记呰函數的坶數的間時，我們還莳明 r 一系舛微分舉的一般法 
則，利用运往法則，我們不雜求出 !![ 适作闽 數經遇忏总有 PM 多次 r 數運 
算與祖侖闲數構成的仟 h 組分的埤数。鸩/使 G 嫱者陡够怙纤現在已 
經學科了的可以微分的逛類函馼究®有多麽廣，我們建趟請芯作爲一 
撊練習努力去找 出适 陡的函敕，關於它的鸹數我們 還义详 求,， iStlH ® 
題的:艱雒样度就説明了琨^我們微 分函姣 的本領 巳經 完備到了一個卄 
麼搽的地歩。然而，在杈則_卜.记假本®還适不够的;怀個數學家必須學 
何微分得很快而 a 不敞生錯誤，馎此，我們就必須做大量的練沔。 

在 B . IL 捷米多維 5 i - 的沔題钯，第二卓 ， s I 中帘大设的圓於兩數 
的微分法的練習。除 j •做完畀題 14 (SS 外,我們设願意逋議讀者 -iM 子 
細思索磋丑解決幾愐像胬題 7 a, 7U, 7t), 90, 糾 U —類的間題。 
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敬孪分析简 明 •《 n 


§30. 存在間題與幾何解釋 


一®函數沒=/00在點*有導數，肅要而丑也 R 要極限 

lim 

加 -H) 知 Aa:—(jA® 

存在。首先不難證明，道個搔限存在時，函数 As) —定在點*連锫； 
因爲很據§ U, 定理 S , 當時，山比式 g 的極限存在，就可以 
推出當時，改辍量 Ay 必然是一個無窮 I 眾;而這就說明， a 數 
y =/(»);& 點 * 迚锫 D 因此，在一個函數的間斷 s 處，這個函數是不 
可能有導歡的；特別是，一個到處都不連續的函數就到處都沒有導歟 
存在(例如§§ 4, 20中的函數 .A>)) 3 

述镣函數是 S 也可能沒有導數呢？不難箝明，這種情形也是可能 


的。因爲 S •先以下這■情洎還足可能發生(並且是常常發生)的，_搔 


限 


lim ) 汉 ， Jim ^ 
iar - M - O ^® ia »-0 Aa! 


( 1 ) 


雖然都存在，佴是它們彼此不相等。 於是常 As ~>0 時,統一的極限就不 
存在,而這就說明画數沒有導數。例如，函數當時的情形 
就是 ® 褛：因爲在這一點，?/=0,所以不妨把 Ay 就常作 2 K 虹就寫作 
於是我們得到： 

K v = V..^\?i 

Az x ^ 

興於任何«>0 這個比 値等於1,而對於任何5：<0這個比値等於 —1; 
所以 

lim 鋅 = 1 , Ii m 笋 =- 1 . 

+0 加分 -- 0 厶 3 

我們還要問，是杏可能有這樣一個函數它在點方連镫， 
佴是對於它 （ 1 ) 中的兩個極踉都不存在，換句菇說，它旣沒有左導數又 
沒有右遵數？道種惟形也楚可能的，雖然 it 個例 T 是要比較祓雜一驻 
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r . 我們來考窗一個對於一部有定蕊的函數 

(x sir [ 丄 (x 古 0) 

V ^ x 

[G (3 = 0〕 ■ 


闲馎货 0 時， 


(/⑷丨 -■ ^sin . ■ Ol ， 


所 n 常 »->o fcs ；)-> o l ： 又闪鸩 /( o ) = ()，所 n 函較 /rw 在 s = o 逆 

钺 。跟上 商的例 f 一樣，适忠不饵分句 d 闪此常 a # o 時， 

: '乂 1 :.: “ =-: sin 1 = sin 1 . 

Ac; c a: Ax 


如 Eftw 玷仟苋一傰 (7 然数 ，則常 


時,我侗有 

而常 

時,训有_ 


Nz 一 : 


(4-?1 + 1 .)k 


.允 ， sin 1 - 1 1 

2 Ar 


-1、^ 


■•- ^tc??! -■*• —•• . si n — — 1 
A :. 2 


⑶ 


(3) 


R 爲常 Aa: > + 0 時，陬矜 _" 的 埘大， 加無 m 多次地 )UO 式與 (3) 式中 
那种:形式的値; 所只 比式 


無 m 多次地在+1 in — i 之間振#.從而它不可能趨向於 if 何掩限 ..., 
记就說明，對於我們现在讨淦的闽■:來說， （ :1 ) 式的第一個搔限犹不存 
在;間樣的辦法可以箝明第二個搔限也不存在。 
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在以上 考慮的 S 個例子中， B 知函數 R 在一點(對 於* 的一個碴） 
沒 f 導數，而在全部其他的 S 坶數 都是存 在的。當然,以道械例子爲基 
礎, k 們不難選出有兩個，三個，一般說來，任意多個點沒有導數的迚續 
函數。然而,在歷史 上一個 很長的時期中，人們曾經認爲，一個連績函 
數，除去幾個個別的點之外，應該到虛都有導數; 人們 之所以适樣想,酋 
先是根據嫌何圖形的戚觀印窠(刚於圖形我捫以下馬上就要考慮）；逯 
是直到上一世紀的後宇期’才有人發表了一個到處郤沒有導數的連藉 
函數的例子。到了今天，我們 ti 綷有許多禪不间的方法东構造 j ® —類的 
函敦，不過所有這些方法都過於祓雜，我們在這蛊不可能來敍述它們。 

我們知道，函數的幾何表示法是硏究函数的一個非常有用的工具， 
因爲許多函数的動態用公式來表達時是不容易認識的（至於用列表法 
就更雖了〕，佴是在函數的圓形上,它們榦完圣 S 觀地願示了出來，因而 
一潛就可以明白。函數的任何特性，在 M 個阄數用蹈形來表示時，都 
應常表视爲函數蹰形（曲線）的某秤幾何性 51 。特別，我們可以預料得 
到，在夂伽函數的逍個函數的導數也應該能够得到 j £ 觀的解 
P 。 導數的這個幾 M 解釋,對於分析或者對於幾何都同欉的重要，下面 
我們就來考慮這個幾 W 解釋, ； 

. 假定我們在一個笛卡兒坐標系 O, 幻中作 出函數 沒=/0〕 的圖形 
(鬨 12) u 我們來看曲線上的點與點 iYO + Aaj.y+Ajr)。 引毕 
行於軸的应線 MF a ® 然在淹角 
三角形況況户中，夾直角的南邊= 

— As—VP = Ay 。 因而比値=等於 
角 P 的正切 ，免 是弦 J 1/ W 與軸的 
正方 向之間的夾角。 

覘在連趨向於灌。這時,點丑 
保持+励，而點见無限±也逼近况。弦 
鼎 也不斷改變它的方向，不過在道 
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個過程中的毎一涸時刻， 罚; 有适個弦的斜率 


㈣ 


—勿 

As ' 


如果 B 知陶數/(幻在點 ar 有淖數，換 句詁說 ，如県 
nm #='nr)=/ 


存作 ，則在幾河上來說，就犮明弦 MN 荤趨向於艾一惘極限方向 MT , 

•& nox 軸的正方昀的交角是《, rfllJI 

t^： « — lini (g p=.= lin ^ ~ y ! (4) 

i- -■• 1.1 mo 

k 線 3/7 1 稱窩 a 知曲線在點；!/上 mpm , ^ 鈍粹幾 何地規 定爲聯 
枯 ll 知曲線上的 si 與--脱無段地於 w 的點: v 的劑織 M」Y 的搔 
好脱取:。 f}：s® w^ss： , ^Krw;®(niiiii^i tn 

■ e ^!| f ^^ ®-；-^. hV , ;^ r : A 4 © ik . A 

切 “ h’f^sWViHg 、垃! 溫一 s 的方向，則 

我們立刻 g 到：如％(常增大時，亦卽從左到右）曲線上 7h 則它的導 
數足非 ft 的， ifiinji 線越阽，導數的擠也就拯大； h 之，如 阽诎線 c (*： {灰 
m ^ i :)下降，則埤数丑非 jj : 的，曲線趑向下妞斜，逍软的絕對値越大。以 
上道 ffl 幾何事寶與我們在本草一開始铳提到的3/闞於: K 的變化速度的 
耵法辽父全一致的；常 r ^： M ： f , ,7增火得越快， f；f：^ V -/(^)也麵 
陡，從而. r： 开的速 度;/也旣 m 

上述的導數的幾 m 義還使得我婀泥够庇觀钯难 T 解我捫在 iS — 
節開始時 所討 論的那残鸪數不的例.代 ft 罔1 3 中我們作出了函數 
V - m mk 形，阅 u 中則是网數的岡形。在第一位 j 例子 
屮， 肋線& N 在 a ，= 0 荇一倘向右的確定的方向，也冇一個向左的 
碟定的方向肩足适雨调方向不一楼； / i 滞二個例了的情形，曲線 
1 sim (^-) rh ®=-0 旣沒有卩杯,-的，也沒有向左的確定的方向（切線 
4、娜、， 闲镩货！ a ：| 越來越小時，割線的 方向 一再沏在 iS 線2/1與 
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最後，從導數的幾何表被來看，我們就容易領 钤爲什 麽人們能够在 
一個漫長的時期中，麼信侮一個述續函數（除去可能有幾個特別點之 
.外）應該到處都有導數。事實上是由於很難想像一條到處都沒有切線 
^連績曲線;甚至於就&在今天，我們已綷 rr 定地知道這樣的曲線的確 
是存在的，佴是我們也只能想像出它的一個非常粗糙的輪膨這種曲線 
在它的毎一點的附近的情形都是像圖14中的曲線在點0的隣近的情 
形那樣 D . 佴是無論如何，這梂曲線畢竞是#在的，數學家之發現道棰曲 
線在數學史中是一個光輝@榜樣，它們揭露了統治着整個時代的度觀 
方法是不可黛的。 ' + 

最後，我們還要指出:關於在點= 導數 Y 的 知識，使我們能 够用初 
等方法來畫出曲線況=/(4在點血的钫線。在初等幾 M 學中我們學會 
了畫圓周的切線,在解析幾何學中我們又學會 r 蛮二次曲線的切線，佴 
是 只有 在微分學中，才提出了並解决了盘任窟曲線在它的任意 一點上 
的切線的問題。 


第七章微 分 


§31. 定蕺及其與*數的鬮係 


如圯函數 〔V =/<>•> 在點 ® 有4 數， 


y ’ =f ㈤ 



則當 As > 0 時, 




足- - MM 窮小缺。由此可見， 

hy — y A^ — ty Ax 

Ji - 』個比 to 高級的鲢莳小心;利用在 § ]2 中引進的符迆，我捫可只把 


适個谅紀作 <& 2 ) i 於迠 

A^ = y'Aa;+o(A3'). (l) 

因爲 2/' =/'(<) U 依籾於 s, 常 Aa^o 時，它保持不鏈，所以 /As 與 As 
成比例;因此 〔 1 ) 式說明 ： mu ^ mp ^ »r 

^ kkk ' - w ^ kk - k*As + 

44 ^ 3 'fJ . 


• A 說 As ; 十 o ( Ar )， （2) 

M H - .f ⑷ =( ^這览 

金矗由(_2)_可’以*推出 . 


Ay 

Aa ； 


~ ^ f - 1 ) * 


所以 


Av 

As ? 


( A ^-->0), 


(127) 
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也就是說 ，―。 

m 1 . /(^==1^;裉據於式(1)，八：1十7：)—/〔；1.)=/(：1呤+ < ^) 
(^0)； 佴是 /(I )= o , / f (o = i , 所以我們得到： 

In ([ + ■j/")=y+o(f) 

或卽 




适個 :® 要的性質， R 嗬斟數函數才具有；就因爲這様，在數學分祈 
中抹用自然對數有特出 W 方便之處。 

， 2. ;根據公 he 1) , f ㈤ - / (0) 二 /' (0) 朴0⑻ 

O -> o ‘); 俱是九 o ):」/\ o ) = i , 所只我們得到； 


y—.l 

或卽 

1 〜 c ^->0). 

改瘦货 Ajr 的:表迮式 (1 )楚非常-重要的，闶爲它指 m 了函數的改靜 
贽在精確到相差一®高級無璐小贷的程度内， 可以； ' E 似地表作自變贵 
的改變苋的線性函數。這個表達式中趿 As 成比例的策一項 y ' A ^ 叫做 
阐數2/的誓記作卹，所只 

A '!/-= d -\/+ 0 (& s ). (3) 

S 此，亨學亨巧亨攀亨巧平爭导7做道個 ® 鋏的微 

例 in ,. 

d ain x = ao ^ s A ^ c , 


d h ^^—~ 

x 

等等。從以上.适®，我們可以孖出來 ，要確 定函數『汾微分，無論自變最 
^的初値，或密 s 變 m 的改變韨妇都必須給定； 只有 适欉給定後，函數 
的微分才能完圣確定，並加以計觉。 - 

在前面我們已經荇到，鈿果函數 y 的改璲量匆可以丧作 (2) 式， 
則右邊的第一項就是 y '^=^ d v \ 所以困數在已知點的微分可以齑接規 
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定爲：與 As 成比例祓 il 與勿相差一偶比高級的無莳小最的景。 
迠欉一個缺述常被叫做改變贵〜/ 的卞 兮。闼弗可以說， - 
學 ㈣ 丰 學暫 夺亨 知的 * 與加 } 。同 

縣话具有: k 要線 .. 

纪個把微分規定成 改變 於的主要線性部分的定葙是非常重要的， 
因爲微分的全邡®要®用郤 a 立在足個基礎之上 ； 以後我們舍湣到， 
在多元 s 欺的情形，捣敦存作與改變帚的主要線性部分的存在所要农 
的條件並不是一檝的； 値得特別提出 的迠，到那時候我們就貪冱到，冬 
7&兩數的可微性不足炖定成它的逍數 的作在 ，而〗卜:是極6然地規定成 
它的改變蚨的生要線忤部分 k 存 在的。 

微分在理淪上或在 K 接 K 踐 UH _®) 中所起的作周，都以 (3) 式爲® 
礎。-‘般說來依賴於 A ® 的情形常常很複雜，對於給定的 z 洱此 
來扑兑 Ay 的精破數都很困難。 fU 逊, （3) 式丧明，如果 As 很小， 
就可以用計筇办來代替計£?:勿， 並览 能够逆到很好的近似程度，問 
馮它們的羞(也就是 iii 個 R 替所引起的誤龙）是一個圯 As 高級的無肪 
小货， 因而對於小的道 個誤龙 H 是耍尋求的^的一個極微小的部 
分(诂鹿當然贺假定 ^=0)., 計总勿照例 it 訐笕/ 爱 簡單得不可比 
擬，因爲卹永遠 R ® As 的線性函馼。 ■ . 

現在我們來#虛一個簡單例+。 IS 定我們耍迓似地訏笕 Infa + fv) 
的 M， 其中 fl 很小。 

函数! m 的微分足^ ;當3 = 2時,這個微分等於;所以設 
Af - a , 由公式 (3) 就得到 

]n 〔 2 十 a)— 111 2 = 3- 十 O(a )， 

ii 就說明 

In (2 + /*)—In 2 ++ 

A 
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因此，對於充分小的〜只要知道了 b 2我 ffl 就可以 A 則得到 ] n (2- ftf ) 
的很好的近似値；例如 

In S.OOI^ln 2+0.0005, 

In 2.002 p1h 2+0.001 ， 

In 2-003win 2 + 0.0015 

等等。由此可以很淸楚地看出，砧個力法能够有些行麽用處，例如說， 
我們铳可以用這個方法來造對數表^當然,在一切這禪場合下，我們都 
還需要估計那個由於用微分卹來代替改變量 Aj / 所產生的誤差 oO ) 
的限度。迢棟估計要_我們還要進一步發 M 理論，以後我們就會知道 
如何進行這揮 誤差的 估計。讀者呵以在 E . II . 捷米多維奇的習題集中 
找到有益的習題：第二章，贺題144, 145, 159, 160, 164。 

因爲函數2^ = 2：的溥.敦對於$的仟 rM 42 郤等於1,所以對於《的任 
何値,适個函數的微分郡是 As , 因而對阁數 y = a ： 來説:，改藓釐輿微分 
是相等的:》 

因此，我們可以在任何函數 y =/0) 的馓分的表達式中，用 rfs 代替 
耻；於是有： . 


從而得到: 


dy~y f dx 7 


卜 S ; 


⑷ 


即®-哼 f 枣亨亨®謦哼宇兮亨 p 學导 $誓兮字尽 3 對導數來說，⑷ 
去二44 iii ， •跟¥號_</鎂 /'( i ) •二 d 地通用；誠然，它有 
些祺雜，佴是它的優點是在記妹中淸楚地指出了這是對變量 z 的導數。 
當討論中有同一個函數對不同的變量的導數出视時，适個記號就顯得 
特別有好處。例如當我們討論由函數2/=/⑷與 《 = ?>；>) 確定的祓 
合囷數 （§ 29) 的微分法時，在我們的論證中旣要引進2/街自瘦 ft »的 

O 顥然，對任何轵性函數 y - a ^ + ii 來 K , 部是 if 慊。 




稃数，又要引進對中問阄數的洱數; 适時 記號 〆 就比較4太合適了， 
m 爲我們不能 商接石 出來,到底它 代丧 钻兩倜導數屮的那一涧;然而要 
迠採) JU 4) 式屮的記號，我們就叶 w 分别 把适兩 种:情肜記作=與=, 
适就 立剔 可以孖出是斟那一個璲 u 的堞數 （ 常然，我們能够 i 用記號 
% S 游货某些报據， H 將在 S ；«中个 n 解決\ ' 

(4) 式並 FL 在 HfL h 對於微分學的進一步發展 . H - 冇取大的； t 義,在 
幾茆中我們就件明內进一®。 

§ 32. 幾何解釋與 ft 算法則 

正如符一個由函.数 y = f (^) 決定 的货 一様,函軟的微分，當両敏用 
關形來犮¥時，也應常有確定的幾何; S 袭。第15 MS 第12阔的一部 
分。跟第12㈣ M ，一樣， Mr 姑曲線 y ㈤ 
在點见 (S ,妁的切線。在谊角三 f! 形 MTP 
中，邊 rp 等於一邊乘以灼“的正 
如 M 爲 tjj 所 

n 

TP^y 1 Ax^f s (^)Ax^dt/} 

问此，在我們的閫中，線段 2 'p 发 a ® 數 
方=/(3)對應於巳知値 S 與 is 的微分，顯 
然，它剛好是的縱坐德在：!：到 
SH - Aa ; 道一段改變显（至於函数的改 
羧错則是咿 _y=/ ㈤乎爭的縱坐標在适一段上的 改鋟泣 〕 。 由於把 '= 
=也，在 i 15閫中，初 -bk 角公式 


說明了 § 31 U) 式中 M 於導數與微分之間的關係。 

钹分在$乎+巧意義也是很有趣味的。假定 s~f(0 是某個物腊 
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運動的規律，於是我 ffl 知道（參考§ so) ? “ rw 是道個運動在時間 
t 的瞬時速度。距離的微分 I 

dtj—s 1 At=J*(t.)At 

顯然就是适個物體，假定保持在時剥 （ 的哮時速度(換句話說,就是假 
定在從時刻 i 算起的以逞一段時問內，.速度保持不在 At 的時間 
内，所經過的路程。當我們說汽取在某一個時刻以锯小蟢40公里的速 
度行域其意義就足說：如滟 fr : 炖後的一小時內，汽車都保持現在适 
— 舜埔的速度，則此後的一小時中, fl 車將行駛了40公也這就說明， 
40公驭这個數剛好是在已知時刻，汽屯行敬的距離(當 AS = 1小時 [ b ) 
的微分。 

去求 ma 知函數的微分,舆求出 它的苒 數一樣，也叫做^分法。道 
兩柿運算使用同一個名稱， 其實足 很自然的，因爲如果導匕經求 
出了，要得.到微分句/,就 M 要乘〆以給定的 AS (它是完全_地給 
定，不依賴於 xm , 顯然，任何新的分析訐算 都不豁 要„我們在§ 20中 
逮立的每一個激分法 M( 無論显一般的或是特殊的）， P、 要相應地在等 


式兩邊乘以如 = 

就吋以得到求微分的法則。例如，對於 y 

我們可雕 

V * - z C03 3： 

ax 

得到 

riy — ■丄咖； 

對於我們從 y = g = 用同様方法得到： 


d ”t 

等等 。 如果2/ =灼±% 士…士 由 a 經證明 _f 的法則 

或卽 

y=y ;± W ±〜± j/；；， 

2令，…士惩， 



W 二销 访七伞 a 




兩邊乘辺咖，就得 到： 

dy '= 士 d ， y 、 士」」■士 dy， t 

(求代數和的微分的沾 Ml 用類似的々玷，不難從訐 笕導 數的法則導 
im 阄數的秸與商的微分的汰則： 

d 、?!...t V' m. dv -r- ^ dn T 

dyw . Jr "々 t ) --^' Ki ( -.卜 "t diui + 

+ ^1^- 2 心，、 .、- … ....） 卜 .....f W ，％—1 山、、 

* , ( 7! \ v d i!. 〜 u dv 

d \ v f r 2 " - 

另外的練習可以參沿 m 捷米多維夼的智題免， H 贺题151，一 
!5 f> fJ 


§ 33. 溥數與微分的關係的不變性 

我們 e 經初逍， Fi» 谅的微分等於它 n 己 fimm 黾，所以如％ a 垃 
向變位，阪數2/=八0的微分的拟來的&速式 

d ii ^ 、 A >. : Ar ( ；f ) 

就可 R 改寫成 

(g) 

现在假 定®不是&’镘! a ， 而 m 斩的向變缺 f 的某一涸（可微 
的）函數： 

x = < p ( t ). 

岡爲 p $不间於 F ! 變既，它的微分輿改變 a —般銳來足不相等的，換句 
話説，^我們运 鬼-被 應該有 也关心 ，问此⑴式和（2、式不可能同 
時成: 、' r ;扣一般惝思下，其中千备 H 能 _ fr 〜 ，足 對的。我們视在 ® 明： 
無論 9 VA 足仆麼锘的(可 微) 函數，⑷式德枭對的。 

事饥 h ，. 如果 y'K^) 又 ( Ki), 其中*总 ft 蜓；，則我們可识 
把 mnt\} 常作；的辑合函說來考虛。如我們所 ll 知的，這個闹 
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數的壤數是也铣是說，它的微分等於 

佴是，在另一方面，我們又有0 =刊^，所以 
dx = 

因此由 （3) 式就得到 

dy^f(x)d^, 


道就是我們:要箝明的。 

因此， （2) 式以及和它等愤的 

’ y, ' f »S ， 


(3〕 


無論在《是自變 t 的犄形，或苦在^是任何 W — ffl 變最的任何(坷微) 
函數的犄形， 都同檨 成立。我們通常 S 镫說 ：導數與微分之問的道個 


4 i ') M 44 -T 於 V /了這欉一個不變忭，複合函數的微分法則 


可以改寫作 


dy^dy dx 
dt dx dt 


⑷ 


(闪爲我們現在已經箝明了 / f (®)= g )； iS 個法則的這植.寫法好僳顯 
然是對的；不過要想用 U ) 式來證明萑合函數的微分法則却是不行的, 
因爲〔 4 )式是( 2 )式的不瘦性的推諭，而在證明( 2 )式的不變性時，我們 
早铣引用了復合函數的微分法則 JT 。 



第八京高級導數與高級微分 

§ 34. B 級導數 

両数⑻的 W 敕 v '= j \^) 仍洱是^的一 M 兩数;於是它也 
有求剪數的問題。如果有冯數，我們祀 M 惆辟數記作 f = 
- f\^s 稱爲 is 數 2 /=/ ( 20的了-字$亨或間婼，如堪函败 
V 的埤數#在，我們就説它是的三极构數;一般 
說，如 n: •函數2/的〜級鸹数〆 o =.~u+) < m , 並 n./ n> 及可微的，我 
ffl 就把 ZT 的 iff. 數記作 r i+1) -f :1+1 X«), 稱爲 K 來的既教2/=/⑷的 
(« +1 ) 級彝敕 (. 或1> +1 ) 次巧數） 

在許多楮密的 n 然科學、技術和其他料取興實踐的诩域中，岛級導 
數艰克仝 K 際的; S 袭。 ® 此，妍兜它 們的忭 H 求褐它們的抜巧， 

就不僅足数學家的事情,而 「 l 也迠 f r - 阿知識齟域的 _ r _ 作芯的鬼愦， i\m 
數4^分析 在這方 面有所應用。在自26中，我們已經否到，如果 
足某個物體 運勘的 規律，那麼〃'=/\0就衣示适個物體在時刻 f 的瞬 
時連度 D 二次導數，=/”(<) = /(0,卽瞵時速度的遵數，按它0己的 
意袭來說，應該是_‘速度變化的速 度”； 花力學中适叫做;; 
它在方乎中是非常$要的。闪爲按照著名的牛頓定律，加速度 
到物體.::的外力成比例;大货的力枣間題都是适樣的： B 知作用到物體 
上的 -//, 要求出在這些力的作用「物腊如 H 運動； m 於知逍了力無異於 
知逍了加速度， K 此典型的力學問題就無非是要根撖0^[啲加速度來 
探求物體運動的狀况。二极钨數 S 有許多非常東要 的幾河 應用，以後 
我 們祕爐 □ 

顯然，求高紋導數 P 、 需要進行一連 M ; 通常的 微分運这，闶此不耑 
要什麽另外的新方法。 M 奧我們 K 提出幾個簡單初等凼數的有趣的結 

(13 f >) 
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果 n 

1. 在§29中我們已 M 知道，多项式 y = «，+a i ：r- 1 + …+知的 
導數是一個以 m 〆— 1 爲首項的低一次的多項式；每這樣運算一次，次 
數就滅一;特別是《敍導數 

■t/ tri, = n\a a 

垃個零次的多项式，搀句話說是一個常數;闶而， 

; 广十 11 === /’ 1 +2) == ... = 0 ， 

纖是說：-«狩〒'字字^:，了^钟1野.卿轉。 

對於 fT?H \ 都有 : = n, 對於較一 - 般的情形我們有 〆= 
jn ft , 所以對於仔何 A ； r"'^；yv In n'j" = s*"(]n a') 11 ,. 

3- M 數 y = shi s 的 ig 數足 :〆。 eos $ ，幽 . 數 c := w:i :r 的導数是？ 二 
= -sin s ； 所以 

y " = —siu z , ■>/" ^=—<.'05 0；, y '-° --ain s . if '-'' < mx , ■ ■； 

由此可 M ， i 每數 sin a ; 的答■級的淖數組成了一個週期爲4的序对，闶此， 
對於 m 何' 郡有： 

sin 3, y (4,1+1> = «>3^*, y <. w -ain s , ^ ，ln —ooi a ；. 
同樣，對於函數 Z C ，我們也有： 

E CllJ, ^COS Z, S (4,:+D — —sin X, S Um + - ) ^= — coa X, ^' tr! Ki) — 3111 Sf 

道個序列和上面那個序舛只錯開一项。 ' 

4- 我們知道，函数 〗 n a: ， are tg 3, m‘c ctg 2 ：的導數都是有理分式； 
闶此，這残函數的任何級導數也都是葙理分式。闽糙，函數 ambs 
與 aru COH a ; 的任何級導备 都茲 代數函數 0 

5 - 一®东說，我們知迸，初等函數的一級導教都足初等函數； 
萌以任何初等函數的彳 T : 何級導數也總是初等函數。 

6 - 很明顯，代數和的微分法則可以毫無改變地適用於求^何极的 
導數。但是兩個函數之 f 的逐次微分法則就不再這樣浦單，應該特別 




笫二箱 筇八卑疝趴導數與卨級裱分 

t 艽中 v 與 w 都是^：的可微両數，於是我們知逍， 

y r = atj-' \ W , 

山此不難求川： 

fuW -h n rf v , 

迸些等式引起 茨們* 推测：似乎對於也應該有： 

^'■"'■--tr,,, uv [ ,;> -1-«ni '(t ， (' i 十 «■’ V " 一 -I- ■■- 

. ■■■+a«, n _.i it ln ~ J V + a„» -i6' c 'v, ⑴ 

其巾〜 ， 都达不依賴於函數《與1>的常數。我們已經明 
了你 m , 3或3時⑴式的確记對的；利用數舉歸讷法我們不難證 
明它對於彳[>卜也都是树的 (冴 明留給誠#)。剩下來的問題 R 要去決 
定逋些敏〜，心…。冏筠它們不依賴於函敎《與 A 所以我們可 
以利用汗何特捫的阄數來決定它們。令 

XI - •- G z J V ~ c fr y 

其中 t 足任蓝一個常數;於足 

u ㈤ ：: e ,、^■■ y - } ~^ t r '6 tz } 

: 出 ) 尤， ，- y(.-:)2 + j 、々 (m' , 

代人 & 式就得到 

(it-1 ?c'’ f+n *--- ( ：v Hi o r ;t『'e f " c v (^ion''--'c^ -\-■'：- ■■■ 

■ * - 4- «■» , X - Z C , U - -- a , ta t K -,- « HJ S ,, " 1 + if .,,4 11 - 2 + ■■■ +-«■„„), 

所以 

C* + ] )" ^<*', ： 1 )^' f (l-wit' 1-1 +flrwjt ,1 " ；! + … 十《 «» 1 , 

适枭 f 足 rt 怠的；比較记個公 jUii OH:r 按照二切式势式的埏開式， 
注意對於鹵 個倚# 的多埂式，當项的係隞應該相茂，我 ff! 就得到： 

dvl ^ I , t 扣)， 

於是公式〈])就成鸩 

Oluv^ 十 （； >V ， r.r 分 . -j- d V^.. 1 V + (J n n u <n -v. 
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歧 嘐分斩 Iffl 羽敎码 

道個公式叫做竿乎吊孕孕孕，它把兩個函數之穑的 n 級遵數，用檗 
较的兩個 rg:f- 的不矗®二“ 數表達 r 出來。 

§ 35. 高級微分及其與瀑數的關係 

k 級微分的確定法跟 導數愤 形究全 一楼。 阖數2/ =/<>•) 的二辍微 
分巧 是它的一級微分的微分， 

(Py^didyY, 

一般來說，如汜函數3/的 w 紱微分 Li 鸫確定了，則 

因爲,我們知迸，按照定葙 rf.y 是兩個自變贵 z 輿的函數，所以，用 
來_定二敍微分 d’ 的表達式 d ( dy ) 的意義需要有所說明。在進行微 
分運算火勿）時，我們始終是把％ $亨作是3的®數， As 算作是常 
數；對於以後的&級微分我們都是适士為是/而始終是同康 
的一個。 

爲了使得高級微分輿相應的導數發生聯槃,酋先我們回傥 一下： 

dy ^-.' y ' hx , 

換句話說，要农一偭函數 y 的微分，先取它對 a： 的導數，然後乘以自變 
^ 的改 變&此 ，遥裏我們再强調一次 ，: c 輿 Ad 必湞看成是: S 相獨立 
65。因此，要想得到囷數1/的二級微分 fy = d(diO, 我們應該求出办 
對®的導數再乗以以佴是 dy ^ y - Az , 其中第二個因子典《是無開 
的，所以在整個乘積對*求導数時，加應該迢成垃常 數； 因此，卹= 
=〆 Ac 對^的導數就等於 y " Az , 從而 

d 2 y = d( 、 dy)=y”(^xy; 

S： 翅這個運算，我們顯然可以得到： 

d^y = y nt {^ y } 


—般來說， 
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換句斯淀，亨乎由此 ， m 
過來就得到/ . 




< i' : V 
( As )' 1 


如果我們再想起也:=仏，就也: 


y f ^ — 


dy 

fi ^ 1 ■ 


⑴ 


适激，分咕應該讀作 0&) 11 ， 不 B 辟 I■涔爲的方肋，我們總是把 括號劣 
去不寫。四此，较 w 数等於 h 級微分除以 niiM^ rtii(-n) 微分的# 


- XJj , 

公式 (] 设公式 〆 」=的推廣，故 nis 忮界 一深， 在許多怙况下， 
可以否成是商級逍数的較方便的 giiSL 不過，我們知逍，對於任 h um 
诂的變堍，公式 v 、 迄 是不錢的(桷句話說 ，當* 不足 n 鰱兑，耐足某 
\ mmikt 的闽數時， ts 总對的），佴是當 «■>! 灯，公式 (1) 就不再 u - 
有以柯不養性 J * ， 贺際上 ，它的 成立與 ；!:足鋟贷道個條件有非常密切 
的關係。我們吋以證明，如果2==气0,公式 (]) 卽使； : h =2 時，一^ 
說來就不再是對的了。我們知道，迠時 （假設 y ' f ⑽ 

< iy =_f ㈤ 也=/ ' i : </) I 、 c 」 yp'i t ) dt . 

要想得到二級微分 d^^dijy), 我們應該求 rfy 對 t 的導數 15 乘上 
dt a 腿 

心 y= +fi9(t)yp"i ti}-ir = 

=/ T ? , C 0] C 9 J ， i 0 rf 0 2 +/ T ?\ f )]^ ，, i ：0 rf ^^/ ，， C ^)^ = -(-/'(^)^, 

闪爲穸 (0 也-=也， WW :— db 闪此我們得到： 


gy W + A rg ， 


在 z 是 FI 變诸的犄形下，我們尚結果兑 


d 於 


o ); 
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這個多出來的一項 



是由於$是自變贷（的函數而產生的;事實上，如恥 r 是自變量，就有 
d ^ As , d ^^ o , 這侗多出來的一项就沒有了。 

我們已經指出過；求高級導數與高級微分不耑要任何在原則上來 
說是新的方法，闶而也鱿不需要大 a 的練習 。 在 B. I〗. 捷米多維奇的 
習題集，第二章， S 5中，讀者可以找到許多有趣的習題。 
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§ 36. 有限改變置定理 

前三窣的對象达微分學計兑部分。我們卞兜學沢 J* 如 H 求導數興 
微分，並 H 證明了 一苎行 在耻既 j 钝計兑吏加方松的一般忤定理 c 現 
在，在 w 方 而我們 ll 經完成广仓部必要的 r 作，笮保 f 微分法的技術， 
躭應孩更退一步來硏究邊.软與微分的 一气更 深刻的竹:苡，适些性質是 
微分少的理論基礎。在那性我們观在就耍 雄立 的一趨说律性中，有一 
系舛的定理起枵基礎的作用，我們把道 些定理 都咚做“中踣定 埋％ 31: 
所以這滢叫法，足闪爲 fta 個成邢脶條件下，在給定的跖 M («, f >) 上 
1*JW 找到适槌--點 e (也就 il_ « 屮間的一個値），在挝一點我們所 
对淪的 N&H. 有远個或那润性貝保第 五㊁中 (定理3, § 23), 我們已經 
遇到過运欉的定珂： G 如函数 /(W 在跖間 ~_ f :連鲼，乂在它的兩 
個端點闲驳尬的符跑不切在辟刖(《，幻内部可 n 找到這墙一-點 c, 
im /^)^ o . 迢钝®型此_ ‘切定理，都沒有給出關於 Sc 在區間 （a, 
f>) 内部位蹬的 fPH 說明，而 R 迠希吧 r/s；:«, 句內部的確有运捺一涸點 
*；# 在。以下我們就來迚立跖問 (《, m 上的可微函數 /o) 的一驻运檻 
的定规，阅於在陆間 H 0 上的吋微件，我們總是适檔了解：在點 (E, 
H 要求當 A^ + o 防，化<1#在，只要求當 Aa ^- o 時， 
li 々條， 

我們片先證明一個輔助件的定理，它在 W 後有很尺的诏遺。 

引理. / h ^ ^/!> 
>0,不等式 

f\Zrh)^J^), f K ^-h)-^f ： s) (1) 

永通成立 ， 則/»0. 
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mm . 因爲 r ^) 存在,所以常 a - >+ 0 時,我們應當有： 

+ — _ A ) —八? )_— f (: c ); 

h _ 、 /, —Ji v 

對於充分 小的卜 桉照引理的假設，第一個分式不能是 1 H 的，所以它 ft ：) 
極 PS /(^)<0( 定理2的推論2, §10)； 同樣，■於充分小的&第二個 
分式木能是 ft 的，所以钇的掬限/'以)>0;遵數 /' O ) 旣不能是 負的又 
不能是 JH 的，因此它必須等於 
這個切理吿訴我們： 

嘐轉轉軒， xfr ： ia '-- aW 屮伞-♦♦轉命 

•: —， W 函.数 A ;) Vi 4 s /的 W 數.値’與 V 鄰 1 “A 
時候，引埋仍然是對的， IM 爲這時 A 是不等式( 1) 中的不等號全 
—個 頭而 已。把阐數以=/0)作出«来；闘 16), 道個引理可 
以得到簡單的幾何解釋： H 要曲線 y =/(®) 在某一點的高度和它鄰近 
的高度比較起來是最高或是最低，並 J 1 在道一點乂有切線時，則道條切 
線一定與 OX 軸平行。這麋闽數在 鄰近: K 的某些點（甚至於全部鄰近 
«的點)所取的値與在點$所取的値相等的情形，並沒有除外；所以對 
於圖 】7 所表示的函數，引浬中的論斷對區間(《， ㈠ 的任何一個內點都 
适成立的„ 



定理 ( 洛爾乂 /(*) 夺毕哼 o , 

(a,b) 的任何一個士矗 is 士微，又 /( o ) =/(&), 沧左矗間 (0*6) j ； 二 

• ••**••••• ♦ • * • • * « 
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定可以找到一妒|^一， 

* * ^ yca )*=/ c ^)= V ;: . 如果對於區問 o , fr ) 上毎一個點。都 

有 /( i )_= r , 搀句話說，函数/(幻在這個區冏上足一悃常數，則對於 
區間（心幻內任何一點$都有/»<>,定砰就證明 r s 如果不楚迈 
榼的情形，那就是說在區間 o , 0內有 a 搽的 m 使得 f (^)> r , 或老有 
使得的點（常然适兩撾點都有的情形也是可能的乂爲了確 


定起見，我們假定有快得 /(w>r 的點。 

?4爲®數在區問(《，㈠上連績，所以根據§ 2:i 的定理2,函數…定 
在适惝區 間上某 一點 C 取到它的诅大値;顯然：我們有/(£)>八闲而 
^旣不能是 a 也不徙是 fc, 所以它一定是區問 o, y 的一個內點；依照 
點 c 的定義，衡於和 c 充分接近的一切 s, /(^)</(0都成立。因此， 
ii 用引理， /'(o=o, 定 m 就得到 r®f!/i s 

羅爾定理的幾何解釋足:在附個间槎高度的點跖的述0曲線 _fi( 閫 
總可以找到一點，在适一點的切線 
攰水平的；适裏還假定在給定的曲線段 
上侮一點都有切線 u 

定理（拉格朗 H 的有限改變駿定 
理)。 ( a ， h ) _m 
B , 4 f ； iLfr ； iaWKrJI ，了 
一定可以在 M 個—'個 Wk L 他得 



h — a . 


( 2 ) 


丙爲上 [ n. /(>';] 與 1>， /(&.)] 
谢點的弦的斜率（岡 ID), 所以拉格朗 H 定埋的羧 K;s 遇是：在好一 K 
都有妨/線的曲掭上彳 r- 蓝一個弦的端 H； 之間,總可找到一點，在趙一點的 
切線和弦平行4顯然，羅鲥定坭足拉格朗 H 定理在給定的弦平行於 0A 





144 fe 0： 分 析 ® 叼 '教 fk 


軸時 的一個特殊情形。 

在幾 何上链 是很淸楚的，利用簡 
眾的旋轉圖形的方法，一般钧結圯可 
以由特殊的結果得到。 &果利 用羅酹 
定理，切】分析方法 M 趲明也是不祖雜 
的。 

mm . 考鹿輔助函數 



?>( =0 =/(_ 幻 —/((; 1 -a). 


在阐19中，這個兩較代崁曲銳的縱坐槪和弦的縱哩檩之笼。顯然， 
P(«) = <P(6)=0； M-// 商，跟函馼/卜）一樣，陶数免(岣在區間 <>,&) 
上迚績，夜道個區間的每個内點也都可微 ，並見 

9'^')— f '{^') -乂 ―卞⑹ -• 

' 6 — C 5 

根據羅爾定理，在區間 （a, 6) 内部可以找到一點 C， 使得 

^'( c )^ f '( c ) ―八 b ; H 0 , 
b — a 

而這就證明了位格朗 H 定理。 

适赴微分學中 最：® 兜的定理之一，我們莰以後將要不止一次地用 
到它。 （2) 式也常常页方便地爲成 F 柯形式： 

• M )— /⑷ OX 6 —«) (3) 

當然，定理的意思還是那欉：如 果瓯間 0, iO 上的連續函數/ (s：0 在 
(«, 內部毎一點都可微，則茌 a 與之間钛可以找到道樣一點 C， 
使得⑻式成立。 

最後，我們來把這個結果寫成其他的形式。用: c 代替 tt, !=十 Aa ; 代 
替&，於是 6 — »=旭；我 ffl 就得到 

/O+As)-/(^X 〔0 此 (3< c <2： + As ). 





1-1 S 


如 果把通 /(®) 記怍 Jf ， 則像我們通常所作的那错，逗個或 +的犮 
端可以簡單地記作如、其次，關於點 e ， 我們 M 知道它是在《與0 
+ △» 之間，因此把它記作 S +妇。是很合適的, U 與 P 犮示在0 與] 之 
即 （到底是多少我們不知道）的一涸鉍 ㈧ 於是我們的等式就 
成爲 

A t / :=» {- As: ) — /； s'; —/\a: + "Ac)As., (4) 

垃較一 FiE 個等式和 ft 请七草屮我們不止--次地用到週的 
.\^::./'':. s ; Ai ； + 0 ：, is ) 

娃很有趣的;位面的這個冻式 发小在 鸲確到一個高級無萌小的程度下， 
阄數的改璲 4 Ay $於 喿陆尸 〔X) 虹；而 u:i 式（卽有 限改變 
谅定理)說明在 H 個式 f 中的 o,A^) 可以去拉，而在卡要項中的 
必須搀成在-«與:；+虹之間的 （ 到庇在即衷我們不知遒）某一點 s 十 
+ 的埤數。 M 兩個等式郡有詐多應月 i 

拉格朗 n 定邶的一倘 欺兜 推廣达下両的 
定理(评西 X ,卞乎〶譽 /(>) 亨 («, f >) ± mm,tm 
個 K 間内部可微，並 .fl ¥>'(s) ^ ( a < z < b ), ■就一定有 i3 樣一點 c 

/(KO)_:,(0 ⑻ 

n by < p { a )~< p ' i < 0 - w 

(搀句話說，兩個函数的改鰱说之比，等於它們在給定的區間上 
内點的剪數之比 : U 

mm . 我們可 w 像證明拉格朗「1定埋一樣來證明哿西定理。只要 
把輔數収成 

m % 屮 (&)— 炉(幻手 o. m 爲如果！於零，报谈羅阚定理就有某一個 c 
存在 （a< c <6), 使得 < p '( c )= o , 而堪钛與假設相； f；rn t . 以後的全 





146 


數 擊分析節明教 n 


部論證跟拉格朗 H 定埋證明的情形是一榛的，最後_得到 

,( c )- 頌:-您 (《 c < & )，- 


從這捆等式就得出 (5) 式。 

船然,如果取哥西定理就變成了拉格 mn 定理，所以哥 
西定理實際上是拉格朗 H 定理的推廣， 

我們曾說過,在這一節中我們證明的定理， ft 分柝中有許多應用。 
坝在我們就來考逝一涸簡單，佴龛却很重要的道稱應用的.例子。 

我們都知道，常锖的導數等於雲 D 佴反過东是4對呢，就是說能不 
能作出 itf 樣的結論：如果 函敦 八=0在給定的區冏上的遵數永遠是答， 
則 m 個函數在這個區間上就公一個常 a ? 要回答這個問題，我們在給 
迠的 k 間上任選雨點巧與&;由位格朗 II 定理，我們可以淨定。 

/(% )- 八 〜 (C ) (> 2 - 叫 ）， 

其中 c 是某一個在叫與办中間的點；佴是我們假定了在給定的區間上 
甸一點^都有/»0。特別當然就有/'(0=0, H 而/(%)=/(的)。 
這說明，函數/0)在給定的 區間上 任何兩點的値都一樣，也就是說函 
數在給定的區間上是一個常 M 。 迠欉，我們就肴到有限改變景定理很 
容易地玆助我們箝明了下面的定埋，道個定理我們在今後將要不止一 
次地用到。 

定理. J{x) 

夺 ipf 辱每士命•譽。 . ~ ’ 

• * 命硌，¥們將考慮中値定理的 5) 外一 ®_ E 要應用。 


§ 37. 無窮小量之比與無窮大置之比的棰限的計算法 

在我們考厳極限的一般理論時(第2章），我們就柠經指出通：兩 
個無.窮小最之比（兩個無窮大 ® 之比取 - 一樓)在一個給定的過程中，隨 
着這些無窮小 J [(或 無窮大的不同類型，可以有很不一樣的變化狀 
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想，就闲爲短樣，我們不能作出蹦於這稗比的性货的一般性的結論 。仍 
是這些比却有狞非常 n 大的實際意蕋:特列是如我們所知迈的，函數的 
禅數就是用兩個無窮小 u 之比的極限來確定的，而 w 數槪念是整個馓 
分學的基礎槪念。冈此這就很淸楚了，提出任何或大或小的,計览這踔 
比的極限(當然在它們存在的情呪下)的一■般 方法， 對我們來說都是很 
有惯肮的。一個非常有效，簡單而.氐强存力的方法，可 pj 根據上 節中迚 
立的中値定璁推演出來。現在我們就來進入猛個討論。 

假宠點《 摁於區 間 A (換句詰說， a 记 A 的一個内既或端點），函數 
u Vh 迚 m ; 假定 fi ( a ) =/,(»)- 0, &锶於區肪 A 

的卸一■個點兩個函數郤可微而土0於迠在區間 A 上， 
Ux ) Tpo ( x ^ a ), W 爲方則，根據羅财定现，/» / hKIii ] A 的某一2占 
(本 : JiU ) 就要等於器，常然适是+行的 ，： R 此我俩可以討論比 
■拗出當 s->G 時它的梅限問題' 闪爲 /々 o 所以 2 


根搌 _ h 節中的哥西定 ® ，顯然 fr : 迓诞，它所漘要的條件全邢滿足，所以 


&H 齡 


⑴ 


其;4^是在《與 a 之 h 的 Un 中問做\ jt 

趨向某一個梅限 L 闪减 c 在 與; C 之間， •；；■- K->c E.J-, 也就有 
從而 

J f 八 ” ' 

再极據等式 ( o 就彳 3 到 

- -I ( x -> a ), 

r J 2 ⑴ 

的定埋叫做 m 
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奴竽分析簡叫 敎稃 


m^kli&mo inmm{^ A j^m /；(^> kf^m? 

在，並 . R . j ( s :^ tfl ；)， 又 ( a ;-> a ), 則必有 >i 

(*- wt ). 


這個法則的重要性是在於：在許多情形下，導數之比的極限比 B 


知函數之比的極限容易求出來；特別足可能有這禪情形，當^-^時， 
适個或那個導數不足無窮小1;於是在這種愦形下，我們所處理的就 
不再是兩個無窮小量之比的極限，而是一個通常用非常簡單的辦法就 
可以求出的極限。 


例： L 當 2：— 0時, 


sin a^s a eos ax a 

Jini •- -j — -- lini -. — - , -1=±-.- 

sin ox b < i 4 >i ox b 


例 2. 岱 : coO 時， limM?T ： s ]lim ms；：a： 】= 
• s — sma? 1 — coa x 

- coi - a ; 


= lim - ㈣ 、二 

CO% J X { l — CO i 2；) COS 2 2} 


= 2 . 


讀者可以在 b . n. 捷米多維浴的習題集，览二章， §io 中找到許多 
其他的有荜的習題。 • ’ 

如果當 ®->« 時，遵數人'(岣與 /K=0 還都是無窮小量，又在點《 
的某個鄰域內它們 也是吋 微的（而且當 畔 a 時，/〃1>)總不等於零）， 
那就不妨再運用一次洛必大法則：如果當 3J-.W 時， j， 則按照 

_法則，也有公结卜，從而當時，会货-一般說來，如 

果在點 a 的某'個為5域内函數 /i(>) 與/〆》)的 M 敍導數存在，又當 x^Lfi 
時， /a n> (2：)^=o, 並 .H_/i(a) =/^(«) =/； («) =/j(«) = - J '( a )= 

■" 1 )0)=0, 則我們重褀運用洛必大法則，顯然可以作出以下結論： 
如泜 ‘ 
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h oi ： j , 

9\( y 、-、 o , ^( y )- ip - o . 


❶ iK fc iH 沐必 : 人 - 氺 /i-'C-cj^D t1«», *r/<») 成立 gf k = n JJS.jg 
- EW] 用歸納 法， 

jijgt »： iii , ( J -^. ll ) 0 


刖常 S — ts 時，比 


fA 。:、 


的拖 K # 汴能 fl . 等於 LO 


例 3. fii 我們'叶以求出 

/ I (*'-» l — <*0»!5, fl ;>■'.'> =sin 3 , = 

/r ㈤ =(：， 


所以 


離 


/,( ow /; v oi / rVO-n 

/^ow ■ 山 din, .0:n 


㈣ o 


/ i (. _ J —hin .:: 


1 0 — ㈦ ， 








洛必火法對於心- > oc 的過粹 aw 仔效的如装，比如說，當 
u ^) 興郤是無恥小 n 而几對於充分大的 
它們 部可微，並 U/hW 芊… 則從 

fm 


就可 W 推! i ! 


fiv ^ 

fv ^) 


_ / (::- ► -f CO ) 


(s- 叫 OG)* 




h, S =；- .；. 我們抚 fj ': 


T)- \y 

</!1 ^' 







m 


數學分析商 m 软钮 


因爲 


柯⑽ 一 J 《 V )(- P ) 


所以 m (2) 式得出 

平 ⑽ \—i 

niv 、 

因此，根據洛必大法則，有 


(^ > H -0)； 


這也犹是 


認 H 〔卜 +0 )， 


例 4. 岱 > + «=， 


- Z 


lim Mretg a: \ ^Um 


— liin 


r - 
一 y 


現在我們 轉來討 論兩脶無窮大之圯的彳#形。我們就會■看到，對 
於這純情形洛必大法則仍然有效’雖然它的®明比較要 li 雜一些。假 
定我們有’ • 

|/ 1 (K)|^ + oo, !/；>(；!：) |^ + =c (z.—a )， 

又，趿前面一欉，假定在點《的棻個鄰域內的任何一兩個兩數 
郡可微，浈且 /；(®)= F 0, 在這愐鄰域內取兩 {! B 在點 a 的同一邊的點《 
與《,比如說 a <3<«。 哥西定理給出 

/^)-/1(«) = /[(^) 



迅： r.ili 笫九_单屮 


15.1 


其中佴是 W —方面， 

卜 /〆 作） 

/ i (>)-‘ fi (:^0_/ ii » ' / i (2). 

' f ' A ^) 


把玷 i # 悃等式擱在一起，就得到 


現在假設 


/ i ( s ) 

U ~) 




1 —韻 


1— 


fiy^y 

/.(^) 


iim 


胸 * 


⑶ 


K 定 f >0 是一個任总小的 正數; 我們可以驭接近於《的《,使得當 a < 
<;:<« 時，有： 


或卽 


-/ U . s ) 
7 '; ㈡ 


七 f ; 


因爲 c 在《與《 ：> m ，所以 此铣 背: 


I 一 


m 


<7 + e 


⑷ 


(常《璲勐時 〆 跟矜也要變励，不過因爲 r 總足在《與《之問，所以不 
筇式 U ) 永泣成立 X 對於网定的，令^趨向於0;根據我們的假設， 
M 時 i / iC ®) 1^ + », + 丙此，〔3)式沿端的第二個因子 

趨 M 於1; H 而迢個 闶子吋以 寫成]+>，其中5^0(^->«) 0 用丄十 S 遜 
乘 U ) 式，再 R 入 U ) 式，我捫就得到 


(l + S)U-e.X^g<(l + S)(7+e)；. 



is；! ^ 數學分析銪 叨 m m 

因爲 ^ 可以意小，並且當《時， s - H )， 顯然由 _ f ： 式就推出 


fj (^) 


- >i 


( s 书）， 


适就是我們所要證明的。 

- 5. 當時，] HS-) - oo, 因恥不能立 刻葑出 ，這時乘積 *lna; 
的動*怎麽樣 u 要硏究道一點，我們注意 


, —In® 

一 x In a?=- =—— 

1 

CG 

可以表作兩悃無寤大韨之比； ih 於分子與分母的薄數分別是-去與 

—i, 所以比値就是 a 因而趨 向於0;因此极逋洛必大法則，我們弑 
得鳅 

^ In ^^0 (^^0) , 

跋前面一樣，我俩不難證明，岱$不趨向有限極限，而是趨向無限 
堺大的精形，择必大法則對於兩倘無聘大 S 之比也還足對的。 

例 6 .常十 oc 蹄， 

• , 

_1 

1112； v ^ v 2 
hm ，- =Jim ； - - =lim - - = 0, 

v x 1 r a ： J 

2 〆 .^. 


故 a —般説來 o>u)， 常 e^oo 時， 




: Vim =o. 
ax " 


m 7 . 假定 a>l，a>0。 當 a— + 的時，函數扩與妒都無限制 
地 if；L 假設令 u 代表小於《的提火整數， U 9 0<^<^<n + l o 不難 
蒞出，從一級到 w 級的導数，常^時，都 無限制 地增大，而 
n 十1級導數等於…則是有界的，因爲函數沪 
的抑+1級谟數等於奶 ：1 m )» +1 , 無限地增大，所以運 



® 二兑 屮 K 定理 


153 


用洛必大法則 《 + I 次就到 

—-^-0 ( s -+ + co ) 

c , 1 

這裳《>0與 a>i 都怂彳1.总的,， 

§ 38 . 戴勞公式 

我捫從 Q 知的 ，^-. § 31中处立的 下列 事實出鉉：如汜鹵骚/(幻 
在點 《有铅数，則常& > t ) 時， 

f(a^-h') = f(a) +f{a)k + o(h). ⑴ 

常 PI 很小時，枨逋记惝公式，我們就可以 t —般說來，它侬 
魈於&的惝呪很银雜)近似地犮 SU . 的貼记的線呼闹 戤： 
f (a + 7i)wf(c) +f(a)h l 

並 . fi 适個近似等式的魂萆就是0⑷;拘句菇説，彳: U 很小 時，4;你适涸 
誤盡本身很小，而 n •&與 A !比起來也很小。我們 Li 猝 n 到過，道個事 
n 泣先是在针算中冇很大的 m ®， 0 爲它使得我們很辑舄找到 />+ w 
的很好的近 W 値 V 參考§ 31)。猓仏我們坞上铣要;0到，也就兹道偲琳 
赏, S 公今後理論的迤一步發 M 的出發點。 

阐於公式 U) 屮的 Q < K ^), 我們所知逍的， K 是常 W 時，它^ 
個比?1更高級的無窮小棱;此外，我 fh 沒有關於它的彳 r: 何更撾確的知 
識。用公式 u) 來近似地計览/(«十/0究这迠巧分適的問题，完全収决 
於我們滿意於一惝什涵樣的精確程度。如果我們势求的精破程度，教 
許我們略去 \A) (卽，一涸比&更高級的無窮小 m )不計，那宋，公式 
(1) 就6跸斛决了我們的問题。片則的菇，它榦 遄不 够括確。冇時，我 
們秤遇到运純情形 t 事贤. h 常常 砰遇到 适樣的情形），例如，我們必谢 ,i 卜 
算到與 A 比較是二級的 M 聪小货1也就是必須扑筇到^),佴足高於二 
敍的量(也就是 0(W)) 倒可以略去不計。於是， 類似於 &式 U), 我們 



IS 4 數學分析冏明敢枵 

就 必雷來找到一個下列形式的 / O + W 的更精確的表達式： 

其中« 0) « lf 〜 ，都是（與?^無關的）常數；換句話說，就是要用 一個二 
次三項式 


f -^- txih H- a±h^ t 

來近似地表達 /( a + ft ), 強 R 其娛差是一個 o{h'” 形式的量（也就是與 
A 圯起來一個高於二辍的無窮小错乂當然我們還不知道道欉的多項 
式究党是右存在,而丑還沒有找出它的係數〜 A , « s 來；闶此我們_( : 
面 所講的 R 能看成是提出了問題而已。 

然而,在解決這個間題之前，我俩 m 自然地要东先給出它的最一般 
的形式。由於要想求 /( a + A ) 的近似碹的适個間題的眞正内较 ，決定 
了我們還必需同時利定近似値的精確栉堉。作爲最- ㉚ ：的情形，我們 
假定& ( «是一個自然馼)都還是耑要訃算的， H 是比它更高級的無窮 
小; B (卽 0( A * 1 )) 可以略去不計。 試間： I )是否有一個《次多項式 
P «( A ) = 0(, +« i ^ + et 2 W + …+ 

存在(其係數與 A 無關），當心>0時， 

f (d-^h) ~ P a (h) ~o(h n ). ( 2 ) 

2) 如果它存在的話，應該怎歴搔来求踅柱係數？如粜這兩個問題都能 
够得到宵定的解決，則多項式八|(&)就是一個求 ./■{> +&) 的近似値， 
並且能够精確到我們所需要的程度的工4。一般說來，對於尊際訐算 
(對理論硏究也一樣)，我們還不细逍有彳 卜麽比 多項式還來得^簡單方 
便的別的東西,可以作爲這稱 工具。 I 

當然，我們可以预料到， _ h 述間題的答案，一定輿函數 /(>) 在點 
«的隣近的性質是緊密相關的。翌知逍在以前討論 《= i 的情形時，我 
們就巳經诈了函數/(^)在點 a 町微的假定。如果我們想要用 n 次多 
項式來近似地农示 /(« + A ), 並 . H .. 要笮確到 o ( A "), 則我俩必須假定阪 
數八 *) 在點*有直到 ™ 級爲止的導數(換句話說，假定广)(<0存在)。 
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_ _ ...... _ .. - - - —— -•. — •- ••…— 1 

不過，适惝假定將足唯一的 AU 定。 

以下我們就來證明，如阽严 1 ⑷存在，則當 ^->0 時，就有 

f [ a + h ,)^ f ^ a )+ f \ a}h + ^ f , \ a ) h ^+--- + ^ f ^( a ) h ''+ o ( h ^)> ( T ) 
換句話說，多項式 

-^ fia )-> i - f '( a')b [- + ■■- 十 广…(…化 ⑶ 

當 /(■ >0時，滿足等式( 2 ) ，迈铐解決 f 我們所提出的問令 

h ) — Ftt ^ h ) = f P (» , 

於是我們應該跄明 

q，iJl) - >o ih.-->&). 

k " 

佴是 ft 接扑算給! I !®: 

T r 2 n 

< Pih ') = /( e + fe ) — j \ a 、~ h.f ( a ') — y 〈 a 、 - ”.! f ' ]} ( a ), 

7) »-l 

^ r ( h) - - f\.a~\.h、、— i r ( i.i) -- h.J.X 、 - (n ---【）i 

h 

9\h 、 --if'.a + h’) --/'. f ..... kf r,l <a)- .…. u ” 》 -” 严’⑷， 


/.2 

fp^- ^. h) 二 " 巧 a + h) — 幻 (a、— hf“ l — D (a) — } 


ip^-^ih) =f u ' l \a-{-h')—f^~ 1 ) {a)—hf w (a). 


闪而 ， 

)3 —方时，常 l > 0 時，函數心及其從一級到 a — 2 級的導數都趨向於 
卷;它的1赧濞數等於所以應用洛必大法則鱿得到 


lim Eim 

fd ->0 ^ 1 / i -^0 


( 广 -n(h) 
! a ! h 


⑷ 


o 联然 ，ih / ⑻（心存 vt 的 K 泣可以推出對於充分小的 PI h )^ f ^ 

ilii 厂’卜 叶 a ), ■■ ， / ( t * 十 a ) 都 
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K 牮分析 ItSW 敎 TS 

道裏只需要等式右端的極限存在 u 佴适 

n\h n ： 1 h •/、■//， ^ 

又因爲按照定義 

/⑷⑷=魅广二， + /t ) —广’)， 

所以 （ S ) 式右端的搔限是霎，因而左端也就在 ft ->0 時連向於答;根據 
⑷細 ㈣ " 

帶， （“0) 


道铣箝明 r 我們的論斷,， 

'以上在 R 假定了严如）存在的情形下，所得到 W 道涸公式 (T), 


通常稱爲它是數學分析中的重要公式之一，对若大量的理 
論的和贲矗士淪点。我們常常把它寫成從 ( T ) 稍加改變的下列形式:用 
疋來代替 般 h -— a , 公式 ( T ) 就變成 

/ ⑻ =/(«)+/’ ⑷(> —«)+’ 0 (广)(>-印+--. 



(0； — C 5 尸 + 0[(2：_(0 11 ]. 


特別當 a = o 時，我們就得到所謂的坞克勞抹公式: 


/( S ) =/ C 0 ) +尸( 0 )3； 十^ ! t 3 十…十 O 〕# + <»") ， 

對於絕對値很小的3,這個公式把函數/(3)用®的多项式近似地表達 
了出來 D 

我們上面已經證明丫戴勞多項式 （3) 解決了用《次多項式來近似 
表達八《 +岣的問題，拽句話說「3)式滿足條件(2)。現在我仍來證明® 
M 問題的解還是唯一的，搀句話說，再找不出另外一個多项式 CVA ), 
它的次數不大於％並且當時,也滿足 

/(o + h )~ Q „{ h )^ o { h n ). (6) 
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mih , 如果有运欉外一個苳項式匕(>)作在，那麼，山(:2)式相 
(G) 式，當^0時，我們就得到 

J \{ h )—( i， t (/ i ) — o .；/^ 1 )； 

dri 人 :■-' P Q ~\. fijb — …+ 是 一 U 不超過 ？i 次的:罗艰 

式； K 定 A 是“ . A 中第一個不等於茗的鹧；於足 我們就 将到 
(闪爲义<，）： 

八! (70 — 仏(»=+ A + i 舻 +1 十…十 A < 舻） ■ 

佴姑造個等式説明當 A-K) 時， ， 

AM ' 十 + + ^ +/3 ,. +1 ；, h ... + M "- ： '->0, 

而适 足木可能的，问爲當 ^->0 防，左端的梅限販然等於 A 今0适鞔丑 
m r 我們 問逗的 解還是唯一的 

% 39 . 戴勞公式的餘項 

诚勞公式給出了函數 /(«■+&) 與多項式 以 h ~) 之楚〔也就是用這 
個多項式來近似表達/0 + A) 時所產生的禊差: i 的犮遂式 0( 心）。我俏 
知近， sm ; 及達式從够說明當九-并時， mi ^+ f > d - Pn ( h ') 的 ff 
m , 忾是它一點也沒冇談到 m 個笼的譽巧巧辱，沒有談到對於二彳 ibi 
tib 給定的値△，诏個萣到底是多麼小^ 們很淸楚，在用多取式 

几 t>) 來代# /ca+A) 的任 h [ v 體計览中，我俩很想知逍的，; e 是對於 
那》我們在贳際!1必志考摁的定値《與心适極代替所產生的誤差究 
党有多大 & 冈此， 我們耑要找出一 W 估計這恫誤遵的方法，而不能滿 
足於像戴勞公式所給我 F3 的這秫關於誤萣璲化狀 M 的說明。捎一秫說 
法，效勞公式僅僅吿訴了我們所討論的誤差的拖限性質,而我們希盟知 
道的却是對於 员體給 定的値 o 與心道個誤差究蒐應該怎榛來進行沾 
計 0 




m 


數學分析箱明敎科 


爲了這個目的，我們把公式 CT ) 寫成 

fia + h)^fya) + hf\a) + ^r(a) + ^ 


.4' 土， 


(n- 


\ a )+ n „{ h ) 


⑴ 


其中 


h " 




我們把札 ( A ) 稱爲戴勞公式的 

假定2是任意一個正數（_不_一定是整數)。又爲了簡便起見，把 
« + A 寫成然後我們來考虜函較 - 

5 J ! 

結 ^” ⑷ + 尚，“) 3 ， (2) 

到現在爲止，我們僅僅假定了严如）在點 ®= a 存在；現在我們必須把 
道個條件加强’ 假定尸 穴幻對於 Iffi 間 ( a , &) 的毎個内點都存在。於是 
很明顯，函數？ ( s ) 在所有這些内點都是可微的。徽分! KW ， 我們就 
得到 0< a :<：6): 

#0c) =/-(«) + (b-x)f'(x) —/，<>) + 

+ — (“)，⑷ + .. — 




r n ”⑻: 


Rni h) 


q(J> — 


乂 ⑻-亞 -水、 


(«-!)! ^ v ( b- a y 
其次顯然有 < P (6)=/ Cfc ), 又根據 CO 式+難苕到，也有 9(a) ^ 
= f{a + h ) =/( fc ) 0 因而， 對於 函數？>(®)我們可以應用羅爾定理（在 
區 M (®,«0 上)：在 a 與十 fc 之間的某一個點 c , 有 < Ac )=0 0 顆 
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然，我們可以令 c -^ a +^ h , 其中 (\<>1<1 ；於迠 
b — e = a +.h — & ) h ， 


因而我們就得忠 


v-VO ; 


m 此可 a 


' .(卄-1、!.. 
. Rn ( h )- 




'；. b -.- a V ， 

: a-\ Oh ) —f[fl：；{ h) 


( j{h — 1:)7- 1 == 

(1 


h 


= 0 , 


h -' 


，6)，卜 


f^(a' r eh) m 


q{ -a --1J! 

m 努公式的餘项的记個犮这式 ft . 冇很大的 泞遍 性， N 爲它汽有參變锖 
<h rfii 我們袷？ 則 rHK .亂 常然，究费付麼樓的？僦少能使发達 
式 JUh ) 成爲设便於利用的形式的問題，迠府接闽两数 / O ) 的類型 
相關的。不過，在絕大名敕的怙杉，令？ n 敁爲合宂，於足 ， 凡 ( A ) 的 
表達式是 

Ji ， i{ h''} ~ 1 1 ") - ( 3 ) 

n \ ' 、/ 

而公式 (1) 就變成了 


j[a-\-h) ( 邙）十 hf ! 、 a)~{. ^ f tr (fo') + … 

2 ! 

..、义 . i 1 )!， 1 ) ⑷十^严.斜_ ⑷ 

M 锘形式的公式⑴迠- * 個典型的巾値定埋;常= 1時，它就退化成拉 
格如 f ! 定埋 

f(a + h ) =-- f ( , i ) + hf '( a + ^ h ') : , 

IMrft ‘ ，卜-而的 ■- ■般揞形玷拉格朗 n 定押的推廣,' (m ) 屮适幢形 A * 的戴勞 
公式的「帝项也是拉格朗 n 引進的 ，通常稱爲 f 格朗卜 1嘈的除項。 

你拟的 )) 外一個笛用的形式诖在一般；^式_中_分1得到的： 


R „{ h ) : 


0-1)1 


-严 (a + ffh ) 



上 eo 


數學分析莳 明敢糂 


在有了這個'或那個戴勞公式餘項的表達式後，我們 EL 綷有可能东 
具體估計道個公式所產生的誤差了。爲了說明這一點，我們现在來把 
戴勞公式應用到一些簡單的初等函數上去。 

1. /㈤ = p，a = 0; 爲方便計，把 ft 換.寫成 w 由於/❿(》) = «% 
/ <W (0) = 1,/= = 1, 2, 公式 (4) 給出： 

^2 o'- 1 !--! /f>n 

e ^ 1+ " + 3 ! + - + r ，- i )! + ^ 9I(0< ^ 1 >- 

例如常 0«1 時，® 個公式 的除項不超過 


x *' e ^ e 

n ! SiT 


並旦當^增火時，它減小得很快，甚至於對於不很小的％都 如此； 特別 
當2=^1時，我們得到公式 _ 


: 1+1 


+ - 1 . 

2 ! 


+ -■• + 


0 — 1 )! 


山於這個公式的餘項不起過^，而當《坩犬時，1減小得很快，所以這 
涸公式 使得我們能够很容易‘求出 C 的近 似値， 並且可以達到极高的 
精確程度。 

’ m 2. /( sO ^ ahia:，a = 0; 不難看出，/((^，/，((^/"〔(^，…作成 
一個有遇期怦的序列0, 1,0,. -1，0, 1，0, 一 1,…。坷此，對於 ( t=o 
A 二 2 ：以及奇數 n = 2 A - fl ， 公式( 4 嫩出：， 


^ . X s 


3! 


因爲严 +1) ⑻ sOl/cmiF。 對函數/0)=咖 m 作頰似計算也有： 


卿 :?=1 — ® 3 +〒，. 

2! 丁 4 t 




在道兩個展開式中，卜㈣ <i, 所以餘項的絕對値不超遇 



或 pH 特时對於很小的 ㈤ ，它們都隨矜的玢大而減小得很快。 
例 3. f ( z )^ hix , a = l ； | i ' 這個情形，有 

j ：i \/~}---- — o ；-' ■■-， j ' r: \ 〔:）：：〔 一 ^ y ' 1 m a .' 

所 w 

/ o )= o J / , { T )= i ! ra >— i , .■.,/% 1 )--(— 1 广- 1 (^— 1 ) 1 ， 

闶此當 «- l , 公式⑷給出 

，•^ 2 fr- rt 广 — 1 

】n (1 十 s ) = $ — 9 -|. ]■ 1 tt ' -■(- ( ~ r 1 , ：:J! ' ^ 十 


屮 （一 u -y ⑽ y.' 


常 0< S <1 時，除項的絕螌値小於 _, i ，所似常大時，它也趨叼於 
洱，不 過沒肴 前兩個例子中那错快 3 灼 — Keo 時，闶-了 -(1 十神 )' 
無窮堉大 ; 而.《■钇增大的铍我們無法斷定； 闪爲 d 對我椚來說，還不知 
逍。在個情形，採用评西型餘項就吏合適-，： 


Ks):--- 2 ' 1 .--')" 1 f (u \n &s> = f'-l V *- 1 

i— 1)! 


- r, . n ， 

」■-/ w{l + 机" 


卩爲當一 iO <0 時，我們有 <1; 所只餘项的絕對値緦 s 

1十 ps 

小於 j 3^，因而心 ㈠ =°時，它還是趨向於 i 

在以上所聚的一切例子中，我們郡是按照本節一開始:，斤 i § 出的問 
題，力囵去怙計常 ti 知《， A 與 TI 時 /；• ,, ( A ) 的傲，杨甸話說：力 M 去仏- 
i ; 十用 w 次多項式來代错/ (a + 時所產尘的誤差 .:. 然而，在實限 h 要我 
們解決的問題常常與炖 [ H 好相反;比如 Si , 可锌許的誤茫的陨埯 △ 常常 
預先 b 豭給定了；於足我們黹要解决的間題,或 m 吋以在一偶什麼 
楛的範阖内變化，才能對於已知的保證塊差 ii ；, f / o ! 不起過\成 
苫，與此相反，給定了 的變化筘圍,要知逍.數〃必耑収到多大，十逾連 
到剛才同欉的 E 3 的。我們要證明，道些間題，只要利用餘項的摄普通的 
形式 (3) ，就大體上都可以獲得解決。 
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敢莩分析简 叼教码 

假定我們對;敦 /!>) 在其個區間上的值砹到 
興趣。如果我們用來表示函數丨/⑷ O) 丨在 M 悃區間 上的最 犬値， 
則當1叫<;時，根據公式 (3) 我們有 | 凡因此，要想 
保證誤差！及0)|<4, 就只要 ' 

J .f 如 |A 卜 

n ! ^ , 

或者 

㈨ 〈(牌 ■ 0) 

因此，如果 IM 小於 z 與中較小的一個,不等式 | 凡 ,( A )|< A 就 
可以保證成立了 „反過來，如杲誤盖限度 A 輿確定 A 的變化範圍的數 
1 ， 在某種筲際計算中都 B 經車先完全給定（這種情形是常有的），則我 
們應該把《 選得 這樣大，使得 

| A «! n 

於是當 W 4 時,不等式 O) 就成尤 從而有 !JJ„C；0|<A o 

例如，如果[或八 W-COSR； 參考上面例 2 ]， 對於計 

算者的@的而言，最自然最簡單不過的，是令 8=0,(=^ (因爲只要知 

4： 

道 sin a ; 與 C 0 S S 在區間(0，^ )上的値，不需寒任何計算我們就可以求 
出這-些函敦對於 ft 啊®的 M)。K 爲對於 /(2!)=sin 2；,有 |/ (M+1) ( ㈣丨= 
= [coa6ia;j<；l, 所以我們可以令； l ./ t2t+1) = i 。 假定所要求的精確度厶= 
= 0.0001。於是我們應當有 

0.0001.(2&+1)!> (手广 \ 

不雜算出，當々>3 時上式 就已經成立 D 因陡,近似公式 

. 広 3 ^ r, 

sm — t- — 

3! 5! 

給出函數 ains 在區間 ja：K*J 上的値的鞞差不起過0.0001。對於 
八 a;)= COaa !, 可以類似地進行計算^ 



笫十章微分法在函數研.究上的應用 

§ 40 . 函徵 的遞增性與遞滅性 

埤数的實際意義，竹先在於它 fi!f 絕對館 W 卜決定了函數 
V =~' f ⑷ 關於 ft 鰱显 * 的趟化速 H jII 是從際意龚出狻，我們 
引進 f 專数的一般定 盖的 .阆此，如巣细逍 r 函數的谇软,在一般愦形 
T， 我們就4以 is 接沾計玷阴函馼在龙托部分鳗化的連度。懂将冠一 
點适十分有用的，讓我們來 GTifif 的例子。函數與 s-ma： '^ 
a：>o 時都隨^ W 大 jfiim 欠，要想沾計它們增大的快慢,我們來考虛它 
們的遵敕 

2 ’ = 士. 

顯而易姑， Y 隨行 * 的增大 ifii 遂漸堺大，仉足 f 却通矜$的增大而逐 
漸減小。 ii 就說明，岱； c 坩大時胸數增大的速度比較快，而 
坷大的速度則比妓慢,。丙鹿，雖然雨個阑敦都隨《的梢大而逐 
漸增大 ，佴屉在掛火的规 ff ? 上，它捫却有矜上述深刻的遒列 3 我們煱盔 
毡個 盖別，僅僅符了一下它們的冯數 〆 與？的炎这式。當然，如果我 
們考務這兩個函數的闢肜 I 閟 an , 也不難發親适悃龙別，佴是剪數所 
給我捫的知識的意義在於’它使 
我們不必作出函數的阚肜就能够 J 
虹接佔計它的變化速度。 

>3—* 方面，我們 LL 綵知逍，導 
數的^:琴可以決定咖數的寧_ 

@:正*的^败表明函數的遞_增¥, a 
tiii 负的導歡則发明凼數的遞減性 
(都是對自麵 M 遂漸培大的姑來說的1。現在我們應岱把這個問題弄 

(163) 
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- 得更精確一些 0 

我們說確定在 K 問 6) 上的函數发=/0)在該區問上是7¥ 
印，是棍射於 《<&<:〜<* 我們.總有(也就是說，在 
^上當《增大時 y 永遠不減小 ）； 如果對於我們艨有不 
等式 /( 心)>/(%)，我們就說函數/(幻在區間 («,*) 上是同 
様，只要把關於/!>0與 / o *) 的不等式的符號蕤一下，我士以規 
定 什歷? 叫做函數在給定 K 間上或相^序。顳然，毎一個遞增函數 
同時又是一個不減函教 ，佴反 過¥就不對_;'同樣，每一個遞減函數同時 
又是•一個不增函數，反過來也不對。 

下面的定理說 明了導 數的符號與函數的變化方向之間的關係： 

定理1，嘐字夺孕了^^ J ▼号，岬 /(# 

. 

fcff . 1 ) 如果函数/<:，在 O , 6 ) 上足不減的，則常 《< 3 T < 
< v + h^b 

. f(x + h ) -/(3)>0, 

因而， 

f{x + h )- f (^) 

-- . - ^\ J r 

h 

於是根據§ 10 定理 2 的推論 2 n ： i \： 

2 ) in ^. rcs ^ oc ^^ i ), 則當時，根據有限改 
變量定理,得到： 

/(* i)-/(sO =/ ， ( c )(» 1 - a ： i )>0 

(其中 C 是 q 與吻之間的某一點，因而也必然在 a 與6之間)。道就 
表明，函數 / O ) 在區間0, &) 上是不滅的。因此，定理1就證 明了。 
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擗然，如果我捫把定理 I 中 的“不 減” S 成“不 坍”，同讶把/'(的>) 
改成/'(心!<0,則定理 T 仍羥成立。要想符明這一點，只要 K 定埋1 
應用到函數 — KA 就行了。 

定理 2. inf / ， (2.>0( a <3< i ) Jr ! l ® f ：/(2 ：l if ' MIU ] (« ; i)-h 

Mmmh … * * * •:' ' 

* * fTO . 极據有限改變语定理，當時，有 

A 办 )- f (^ i ) -f ( cM .£ 3 --- Si )>0 ; 

因爲 aOCa , gTfjy a < c < b , R 而 ./ V ::> f >. 

闶此玷阑数 /( s ) 在陆問 （ c , 6) 上遞增的一 
個序兮條伴，佴它；兮赛條件；也铳足說定理2的逆定理不成克: 
迢公丙爲從 U 能推出（极據定:埋1 ) 
而不 能推 A / f (2^>0 ill 一事寶可只 

用下而的例子來 説明： _然，|运數六^^_ ; 在整個数軸 
<十的）上都是逸培的 ，供益 « = 0時却有/ ㈣ “ Sd 0阔：!1淸楚地 
說明 ii 極视袋 ft 疽觀 上的 意魂： l:li 
線從左到右遂漸上升， [ fijc $ 

谷> = 0存一條水毕切線。 

+言而喻，如％當 m 
永遠有 / Cs )< 0,則函數/ ( s ) 在區 
钿 o , &) 上遞減，逆定理也不乳， 

例1，函數 y = W +⑽+ 

+ 2 &導 數垃 

y ' = 3 a ； s -]2 s + S > = :一 I )( n ) ， 

括弧 （ a :—1) 與常 !<-；<：{ 

時将號相反，而當或 ^>： i 時符拢相间。因此， 

■/>0 (。<1 或》>3), ^'<(}( i <^<； r )} 

函數或 S >3 時遞增，而當 1< S <3 時遞減 s 通遇 it 接計算 
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容易得到： 

汉= 6(«=1)， jf = 2 (2： = 3), 

同時，又顯然有， 

3/-^ —0o(a：-> —oo), y-> + oo(a;->-|-oo ), 

只要道欉簡短地硏究一下，函數 y 的略阔〔圖 22) 就 B 經够淸楚了。 

2. 函數汉=#— ® —1的濞數是 

〆 = # —1， 

當 ®>0 時/>0,而常2：<0時 y<0。 因 
此當 s>o 時函數2/遞增，而當2<0時函 
數 y 遞減。 丙爲當時 y = o , 所以對 
於*的其他所有的値2/都取正値道漶我 
們铣箝明了以下這個; C 要不等式 
^>1+2, 

其中 a: 可以取任何萁數値，等式只有當 
S = 0 時才成龙。 

另外一些有用的練習可以參眘 B. n. 捷米多維奇的習題集，第二 
章，習題320—325, 332, 339。 

§ 4 J . 播値 

假設函數 y = f ⑻ 在 K 間 （《, 6) 上的毎一點都可微。如我們所 
知，它在這個 K 間 _ h —定浊蹐，因而它在這個區間上能 够违到 它的最大 
挺與设小傲 (: §韵定理2 ) u m 究 竞在 自#量耽什麽逋的時候，函數才 
取它的最大値(或垃小値)呢?适熘問題具有很大的實際意義。比方說， 
可能我們有某種機械設惝，它的效率由函數/(幻測定，而道通 /(®) 所 
依賴的景®可以由我們在某一個範圍（《， ㈠ 之 內仔意 選琿。無疑地， 
在适種情％下，我們應該在鐵個區間上找出使 y 収最大値的那一愐 * 
偏味 ( 當然，我們教這個最大値也同樣感興趣)。我們以下就來看一署， 




s '； _-.a 筇十# s 分让 ft & is 研究上的 ;® i _] ict 

在 MM ! 間題上，微分法能够有 4 什遙? 用龜- 

我們把 阐數 y =.，》 在區間 b ) 上邙於 大値呷 做它的卞摩， 
而谥小 M 叫做择小储;好常我們想説“極大逋或極小銥 ”時 ，我們 k !_ i ^ 簡 
略地説成如我們鹿到的數^^叩 （《， W .[:的拖 
値，我們就彳 ihk 成對”辟勘兩々做或相輿 
的槪念也足很帘®的:如滟阐数 {^ c (/:< c<h 比在 

接近〃的一切點的値彻，也龀是説，如 K 找得到-•阴!1:數 s ，使得岱 
i :、 s 時，永湞布： . 

/ V + 入 ' o \ 

我們就說制數/⑺） fi ;1 ^ ^ fi - Ariit 節;規定 

ihmn «<■<» iM - 督 . i ; k ,_ 淪部關 ft ® 做對於 云庇 

二、;的有定遇… 

岡明絕對極部陴 M 之問的龙列 ^泅躅 .h 所敗出來的 
闲數 y=/u) 仵骷 c 有一個 w 部極 
火値，佴它不是阑數的敁大僦， PUS 
在離 c 較遠的某 呰點凼 數听取的値 

比 /(<•') 大。 

顋然，如果函馼在跖間 （a & 

上的贤 大値，能在 K 問的某…内:站 
上迮到，則适個絕斟極大 M 间時 Hi 
就足 一個兄 部極大婧， 

网此，要想找出已知函数 ft 匕知 K 即卜_的絕對殛欠値 〔或 極小値） 
我們可似按照以下的步骒 來做： 

]) 找出闲數 fct ： Uii 歧問 h 听有的 W 部極大的;:忒尚小随 ） ； 

2) 把 iii 哼 W 部極火碹 c 盛小脑）與陶驶在揣點的姐故在一起，収北 
屮之说尺名(馈小者)*> 。 

9如见阳 粒布 11初:跻間的 fH 别 B J 11 mti , 則 IS 些 HS 然 fE , K 相 S 間的埔 IA …扣 
嵇上* , 纊謫者 vfi - ^^ ki (- l <=< l ) S -'- 例子。 
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加果在特殊情形(實際上正是在實際問題中經常出現的情形），函 
数在已知區間上 M 有有限多個(並且通常是不多幾個)梅値，則上面的 
第二個步驟並沒有什麽闲難。因陡，所有的困難都窠中在第一個步驟 
了，如果已知函數是可徵的，這一步驟可以用微分法來加以解'决 s 

假設函數在區間( X 6 )的某一內點 S = c 取局部極大値， 
並 .Hi3 定函數在:！： = C 可微。根據 §3(5 的引理，我們可以斷定 /'(C) = 0; 
當然，如果 /(o 在點 e 取局部梅小値，我們也可以得到间樣的結論。 
因此，如 梁阐數 /(S) 在區間（％ o 上的毎一點都可微，則它的一切厨 
部極値，如果存在的話，郡可以在方稃 

/ O ) = o ⑴ 

的极中間找到。因此，要解決我們的問題就應常先找出道個方程在《 
輿之間所有的根。方程 （1) 的根通常稱爲函數 / i >) 的适榈 
名稱的意義是弗常明顯的：函數 /( S ) 在這 薄:點上的變化於卷； 
當7通過 S 補點時 / O ) 變化的很慢，它的値汉有特殊的穩定性。 

這樣一來，我們黄先應當找出函數 /O ) 在區間~上所有的 
穩定點；所有待求的局部搔値郡可以 在這些 點中間找到。假定4是道 
糙一個铥定點；我們應該能 ti! 明，它是否給出一個局部極値，如果是的 
話，那未它又是那一種類型的極値-―搔大磁還是極小値。現在我們 
假定，函数八 ®) 在點《除去有一級導数以外還有高級的導數；並且爲 
普遍起見，我們假定， 

/» =/"(«).=/(’* _1：) (a) = 0， 

洱，” 5 («)由 )（ 如堪夕» 已經不 爲導，則》= 2 )。於是，§38的戴勞 
公式 （ T) 給出： 


适裏，要想解決我們感興趣的問題，就應該妍究’ n - 1^1充分小時，差 
+ 的符珑。因爲上式右端的第二項在時是圯第一 
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项高敍的無窮小，所以常 IM 充分小時，上 式心端 （ Wf / ii 左端）的符號與 
第一項的符虢稆同^丙此，我們只®要$砰究第一项的? 字躲。 

如果偶数，則以>0,闪而的符號洱严 V )的符諕 

相同 (适說明的泞號與 a 無關）；如果 / < fl X '«)> o ; 則當 PI 充 
分小時我們有： ' 

/(« + .”—/O)>o, 

換句話説，在點《两數 /(*) 有一烟 巧； 反之，如果 f n K 4<0,則 
常 Pi 充分小時我們有 I 

/(«- h ^)"/( ff )<0, 

G 铣說明，在點《 W 数冇一涧， 

如果^ 垃奇败，則 } 的符號隨為&的符號而改瘦。 ra 此，常 
(a I 充分小時，遨 /( «+ a )—) 在 a 爲正昉帘一 m 符珑，在&爲 As # 
嗬剛好相反的符號。顯然， ii 就衣明阐數/(^)在點《旣不可能有梅大 
値，也不可能有極小餚（函数 /(:»’）”— 在#0就茲适務_形的例 f : 
r ( o )= r ( o )= o , 广 '( o ) 矣 o ( 参 7? s 4 o 的阔 2i )， a 岌點 z = o 給出一 
個不逮到局部搔铕的穏定點的典帮例子;!。 

因此，我們得到了（在 假定 函馼 /( 勾可以微分足够多次的條件下） 
一 ® 完全確定的，判定一 個砭定 k " 的性質的方法： 

广’(《)，…卞亨了旧予亨争^：广》; mp i ) 士卜每-參誓，# 

/(*) ^fhS « 2) iJiJ 

® ii ： 在!^«有 •一 部 k 値 ， k fl - S ： j *- : \ a )>0 時石'点部444,4 

* * • • •*»***• • ■ » *•«••*« • 

mmk , 常/'»>0時我們相 n ) 部極小領，而當 
/ r C «) = 0,广 (《)< o 時我們有沿部極大 M ; /(«)=广_(>)。0的情形 
不能確定，必須硏究更高級的導數。 , 

以上這個硏究穏定點的方法只在這様的情况下才不適闬：或者困 
數 / o ) 在點《根本沒有足够高級的導數，或者雖然有一切极的遵數 
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佴却都等於零，必髂指出，道是一件鏡有趣味而丑很重要的事實，卽上 
述的後一植情形寶際上的確是有的（當然， / O ) 在點《的某一鄰域内 
恆等於常量的簡單情形不览)。函數 

I 

^=/( s)=J e ( a ^ o ), 

10 (s 二 ().) 

就在 a ： = 0 有一個 S . 定點，並江不難計算，在點 a : = 0, 有 
妇 ’ ^J= - - + ITT ： 2 /〔”）= 1 ’ 二 0 f 

這個函數在點 s = 0 的附近的肜態非常簡單(銮蒞_ S 4), 粗略一看，它 
與2/=妒或之類 
的函數在*=0附近的 
形態簡直沒有卄麼火的 
差別；只是在距較 
遑以後，這呰函数的形 m 24 

態才開始變得不一標。 

上面這個好 f 究跽定點的方法，山 於它的 定懾性，在沔論上是很有惯 
倕的，佴在實際上常常用更簡便得多的方法來代替它，趦類蘭便方法通 
常不要求高級導數的存在 c ■假定 a 是函數 / o ) 的一惘 隱定點，也就是 
說 /» o , 於是耍硏究這一點的特性，在很多場公都只 要摧定 /(>) 
. 在點《附近的符珑就行了。比方說，如果當 s < a 時，我們永逮有 
尸0)<0，而當時，永遠有尸0)；>0 ( 道裏 ia :- a | 充分小），則 
函數 / i >) 在《的邊遞減而在 《■ 的右邊_， 道就說明，函數在點《 
有一個局部極小値;如果 / W 的符號與上 面剛芦 相反，我俩就得到局 
部極大値;如果 /' O ) 在所有充分接近 a 的點保持同一符號，則當；》通 
過《時囷數/⑻或莕永遠遞增或者永遠遞減，在迢兩稀情形下函數在 
點《都沒有局部極値。 

儘管這個方法不使用高級導數，佴是我們也不能把它估計過高，因 
爲，要想確定-/(*0 &二_充分接近 <* 的點上的符號，在大多歎情形 
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下,比针览某一些導數在點《的破 還要更 杻锥。除此》外，适 個方 法做 
栉在這 M 牯形下才能迖到 H 的：卽比方說，在《的农邊一切允 
分 接近* 的點上都取同一符遽。仍兑，鈣嘹上很呵能就不 iL - M 權- — 
以 riitM ■(情肜的確足背的：當 s ->^+ o 時薄數/⑷的?: m 變動 m 窮 
多次;假如: li 适吨怡形的話，則我捫所講的方法在捣训上就彳 f 不通了。 
例 I - 求®駁 

f !» W … BE； 2 + 财 + 3 

/ I 版間 〈 U , 4) 上的 M 對極犬與絕對你小。在§ ⑽ 中硏龙迠個阐数時， 
我們 li 綷 + f ? 到，它 有栴個 g 定點: a ?-」 與3 = 3,其巾访一個點铪出 W 
部敁 大倣. 而第 ::惝劼給出 W 部痛小氣如粜 ffili 知 MK 點的阆数 
値包垮 t 在闪，我們就 H； 以掰八4収筢對 K 姐的 V , H " r 能坫《，1, 
it ， 4叫咒 i 。 佴坫， 

/(,0 J -2, / V 1 ) (； , f (3) -3, /{,■]■,) --( j > 

闪此，阄數力 h Miinu.0, -i) .s-j/i'immmkm^y； 與3= 4 ) 
布南惝杞 #} 梅小値:、當 k U ， m) u 
m a . 农阄蚁 

㈣ ，心一 ^― e ' s 

L '、： 2 

的一切局部極做。 

我們有： 

/'( a .) : oh E — J = 6t ^ * - 1， 

竹先，我們立刻莅出，足-，穩定勁 [/' ⑻ ==()]; 其次， 
f " { x )^ ah ^, f "({)')=()； 
f \^ J /" ( (0)- l ； 

网此，®—個不爲審的 沿数迠 迓敕铖(三极)的，所以 ms 定點: k = o 函 
數 /o) 沒衝局部極値> 剩 t 我們來證明，沒有北他的 s 定點存在。從 
.h 面得到的的表達式，我們 tfi [接？ I 到： 
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/" 0 ){ 


<0 1 >< 0 ), 

>0 0 > 0 ); 

由芘可見，當^<0時 /(d 遞槭，而當 
怎>0時 / f (s) 遞增; m 因爲 /'((i)=o, 
所以街於一切$手0郤有 /'(S)>t)， 換 



iffl 25 


匈話說，除 a = 0 外函數/⑷再沒 
有 P 定點（道個函數的圖形大體上與 
的圖形相似， 參厨 § 40的阏 
2、1)。因此，函數/(®)沒有任何局部極値. 

M 3. 苟一塊寬2«的良方形的馬口鐵片。現在要把它的兩邊宽 
度爲^ (阔 25) 的邊綠分別折向上，做成一個（向上開口的)水槽，它的 



橫斷面如阖 2S m - n <, 問我們所折邊緣的苋度^應當収什麽値，這個水 


楢的賴才最大？ 

顯然，問題的解與水梢的茲度無關•——水梏的容苽輿它的橫斷而 
的面積 20：(a—s) 成比例。因此，我們 P、 需要求函數 

/(a) =2^3 —2a- 


在區間（0,«)上的絕對極大値。我們有： 

' = -你, 


由此可見，只有唯一的一個穩定點因爲(對於任窓的 A 特別說 
來對於所以在⑷布一個局部搔大値 



還個 局部極大値也是絕舆掻大僮，因爲/(0)=/(«) = 0。因此，最 
有利的沅法是，所折邊緣的寬度爲已知長方形寬度的四分之一。 

讀者可以在任何一本數學分祈習題集中找到大量的練習。特別 
是，我俩向讀者建議 B. E. 捷米多維奇的習題集，第二章’習題436— 
U4. a 448 , 452 — 468 , 438 — 472 , 539 1 541 , 542 , 546 , 552, 558 。 





第三篇積分學初歩 
第十一章微分運算的逆運算 

S 42. 臞函數的槪念 
如果某物體的運動規律 tfr 方枵 

S ^ f ( ^ ) 

給出，其中 f 是畤間，《是物體走迓的路稃，則把函数八0進行微分就 
砑到道悃運動在 巳知 時刻的_$速度 

f !! Sl ： ，在/;學輿我們更常遇到的，不迠迢秫問題，而足迈稀問 M 的逆問 
題; 卽巳 知在彳 I ；一時刻 （ 物體的速度是〜=以）， ifrt 要去找出运惆物體 
述動的规律，捭句話說 ，要去 找出它 所逆過 的路程興時問的依賴關係 a 
我們怎矮來解決 id ' 個問題呢?我們知逬， B 知的蓮度 t 兑(我們.正 
翌去找的那偭表達物微还勋規伴的两數） n / G ) 的铅数。因此，未知 
函数 / W 的遵數尸⑴ =_) S 已知的， II 的是要找出函紋/⑴。顯 
然，记個問題是微分爭的 K 本問題的逆問題：微分學； K 的問題是，已知 
阖數要找出它的導數；剛 好柑反，适 屢的問 題是， E 知導數要找出原來 
的函數。 

例如，假定巳知在時釗 t 物體運勤的速度等於 

V 二 Ht ， 

北中《是一個常數，那拉怎様來求運勋的说律呢？爲此，我們兜去找出 
一 個函數，它的毐數剛好是不雔知逍,函數 

tit^ 

% 


( m > 
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就是這樣的一個函數。佴是，我們能不能斷定我椚要找的運動規律就 
是 


a ^_ 

~¥ 


呢?顯然 >道樣的斷 K 是過甲.的:要知道，除去函軟-^-外，可能還有其他 
的幽數，它們的導數也等於 ai ; 贺是迢欉的話，如枭沒有仟何附加的條 
仲 ，我們就不能够確定，在這些函數中究苋那一個 阖败是 我們要找的運 
動规律。不難看出，上述 這槠其 他函數的確是存在的:函數 

s- + b ( x ) 

的鸪數就也足以 . 龙中 v 是 f r : 意一個常數；丙庇，我們得到了 一族函 
數，它•們中的钿一個部有同 mm 4 能來代表我們贺找的運動规律„亦 
寶，我們還不勉适，函数族 （ 1 ) 足丙把所 有以城 爲殍數的函數都包栝在 
內了，也就是說，是沒在函數族 a ) 之外還有篇他的财毁，贷捫的導數 
也都是加。 

以上考旅的道個問駔可以很自然地加以推廣。如我們所知，阐數 
/o) 的導數 f (^) 永違 r 說這個闸敕（對於冉 變； ft k ) 的變化速度。 
在許多實際間題中，常常提出這欉的問題：要找一個 s 數，它關於 ® 的 
鰱化速度對於任何3的是已知的。顯然，在數學:诞這個問題就是， 
要從&知的導數求出原來的函數，也就是說，要解決微分學的基本問題 
的逆間題。現&我們把這個問題的一般形式:提出來，並且引進一些必 
要的術語;同時我們力求瞭解道個間題的解法的全貌。 

已知 一個函數/ ㈤ 確定在某一娜 ■ 上(或咨在整個數軸上）;我 
們的間題足，要找出所有 fef 樣的 K 敎 F (^), 使得祀已 知區 間上的任何 
一點®有： * 

泸⑷ =/ o ). . 

' 毎一個逶樣,的函数都稱爲/(幻的原函數，因此，導數的槪念輿席 
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阁敕的槪念是 / r 逆的 

岱然，我們不能预先卿定，一個 B 知陶馼/( 0究有沒有原淘數， 
如见有的話，究產 有幾惝 ，妝 .11 它們相 fi 之冏的閛係如 H 、. 讥处， . 在迈 
一方 Uif 的某件問题，我們却 " B ] 枨據 fli 浇近的 翊巾疋 【:得到解決 3 /「 
光 ，上而 我們巳綷耵出，如坫八 u 足 LL 知幽蚊 / i >) 的泣闽數，則刺 
數族 


F V Z -\+ O r ⑻ 

(其中 c 是一個彳 r : 意常數）中的汗何一悃闽數也一定是 s 數 f (^) 的原 
函欺 3 我們現在要證明， / w ) 的付一個原函數還部一定是在函數族 
U ) 之内 。 艰货上 ? 假定中 ㈣ 足 ./ ㈡ 的 f . C 一個原函數;作龙 f { x )~ F { xY , 
顯然， 记個差的導 數對於 f 1> h ‘ 都等於.浴％於是极據以6的最後一個 
定埋， 叫 ; o — F ⑷楚一個笟 liU 從而， 

• p ( x ) — F 、 〆 ） 十 l 

道就是說，函數 /；>) 的仔何一個报阐數少(幻都屬於函數族(3)。 

柯此 ，我們得到 rrifij 的 取要 沾粜。 

定理. in f . 〆 ) 亨-.,¥嘌數 厂㈤ ，那末它就.令無聘多個 

咿 i ^ i ®：. #： i 啰命• ㈣ 等_心4和 ㈣㉖ 2 ) 。 . 

适個結: i : 架性是“明‘的：它说明，要找出函駿 f ㈤ 所有的 
股阿數 出了巧 扮:闲數就够了；如见找到 u 椋一個.览'潮_歐_, 
則 rt 何 Jt - 他心 k 函數以 ii !它初 h 某一個常數來得到。 w 樑一來， 
我們原來所提出來的岡趄就立剥鰱瓰革了 #多，它變 成： 我們要知道， 
敗教八足否予少有.焖原闽数，如果有的話，找山这镒一個原 ® 戤 
來。 

求已知闽數的原阐數的過砰 稱風凉函數的 亨分孕。我們可以說，穑 
分法是從龙一個凼馼的玛數到 M 偶闽级本身的過程 3 如果我們把這倘 
遇样有成是一植運算，那太我 們就忖 以說，税分法是微分法的逆述算：. 

❶阶此數另外 ikA 人叫脫函败的不:^植分 J ⑴.尨以沒蔌們广娟泣涸術訝。 




如果先把一個 a 知函數微分一涞，然後再.積分，則適當選擇公式 （s) •中 
的常數 A 我們就固到旅來的函數。 

現在可以回愤一下，從前我們把求出已知函數的導數與求出它的 
微分都叫做微分法。因此它的逆運算 一-- 猜分法一就可以確定爲從 
導數求出原來的函数或者從微分求出原东的闲數。由於末知函數的馓 
等於， O) 鈿，所以铪出微分與給出導數其寶是一回事。 

猜分的結4得到原函數。因此，毎一 個可微 的函數 F (: c) 都是它 
自己的濞數 F'CQ (或者它自己的微分的原函數。 

從前我們用符號 d 表示微分運算 a 現在我們用符號 j 來表示積分 
運算。由於求原函數(積分法)是求微分（微分法）的逆運算，所 B 符駝 
d 與 j ■就代 表兩個 ii 逆的運算。如果我們對已知函數 F ( x ) 先實行運 
算，然後再 K 行運笕 j ，則適當選擇那個要加上的常數我們就可以回 
到原來的函數 

^ dF(t:)^F(a), 

因爲 AF(a；) = /< lf (sX 上式也可以寫作： 

^ F\x)dx= F^). 

如果， (20=/0),則 

闶此，道種記法的念義就是：阖數 yo) 是函數 /O) 的原函數。不過： 
我們通常¥用表達式 


來代表某一個原函數，而是讓它代表函數 /〔 S !) 的^，原豳數囪此, 
如粜 F ( a ：) 是一個原函數，則我捫應該.寫 _ • ' • 

^f(x)dz=F{x) + 0. ( 3 ) 




扑屮 P 足一个汀盘常玫，卽 所; 把 : 积;>常数”。1；.|然，按照定义，筇式(力 
4等式 

" 浐(»/(>) 

足完全笠价的。 

等式；(3〕的左端的®数/(>0称为“被积闽数、乘积称为 
积衣达式 ; ’。 ' 

例1 . 闽为心，所 I — 乂 

^ 3 a : 3 = **+0. 

ft )S 

， 2 . 闪为所以 



这 W 个例了•很淸楚地説叫， mf 何一个求导敬（或微分） 的公式 ，）1 要 
反 ii 来从心彳 k 左通，就沿⑴ 一个积 分法的公式。根椐这 P —个現点来 
d 洲米 m 的时单函数的 m 我們不难得山以下的結果。 

1. f o_A = c (零的原西汝3十一个 ffig 常数)。 

2. y 1.心=* + 0,幷 1 U 殷說来 

^ a d:v — <r:t: -f 0, 

艿 中《是江盘一 •个 常数。 

3. 对 _ H 「」 何 一个常 啟 a ™ —] ,又 ^>0 

: r. a + l 

y •^' ii it.c = . .-4 - a , 

} cM -1 


[| TiC：_i ^>0) 
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对于这个等式必須作如下的补充。因为当时，西数岣 
有导数 1 ， 所以，当 w<(> 时 

~ = 1]1(— ») 十 (?； 

因此，不論 z > o 成 a；<o mma 卜-同的一般 公式： 

5 ^ = In ] a ： | + G. 

4. f tr dx^z 1 + 0. 


幷 ri 对 •:败 a=^l 


CZ- r (iiV ^=： — -4- ^ 

In a 


5. 对 j ■多泊式 P ( j ^^ 1 + … + ^， 

f rc ^ dx ^ a °' ir - -+ — h "』# 十 

J «+1 n 

多项式的原凼.汝仍 II i . 足多项入，它的次数比原来0—次 t 


6 ‘ 


sin x d ^— — cos -[- 0, 


cos r v d.v — fiin 乂十 <7, 
dx 


_ 2 j » 

< h : 


tg a ? + (7, 




dx 


-j 1 . 2 


-arc sin 成— o ro cos oj + C y 


dm 


J 1+^ 2 

t* ?jK ic dui 匕 oil ^ + 1\ 


aj’cigz+d 或 一 a.rG otg a? f 
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^ oh a: (fa eh a; + G. , 

以上这些公式都可以用 K 面的办法来驗証 ：証明 等式衣端的导敫 
等于左端的被积 函数； 全部这里的公式都可以从 S 2»末尾导数表中相 
应的公式推出来。 > 

因此，我們巳經知道了一系列的簡单函数的原 函数。 然而，这样一 
点点知識丈在足非常冇限的，因为我們还只会积分那呰山現住微分公 
式表里的公式右端的函数。而这呰西数甚至丁 連一些 单的初等函 
数也沒有包栝 进去； 例如，在它們中問就沒有 In A ^rotg ^等苫。实捉 
上，到現在为止我們还沒有见到过这样的函数，它們的导数是1»浓或 
wotg R 因此，我們不但不能够求原函数 

I In a ： t?ai 或 j arotg vo dx , 

甚至于.不知道这些原函数是否存在。 

积分法的啤題在原則上要比微分法的問題困难的多。这拴先是决 
定于这两个問題在邏輯上的性质的逄异。求巳知函数的辱數垦很鲔便 
的，这是因为导数的定岑带 有“构 造性”:导數被直敁規定为 

' ii m /0+九 )一 j ~ o ) 

h-^0 A- ’ 

換句話說，是直接規定为某些确定的运算加在巳知®数上的結果。例 
如，当我們求函数 sin «的导数时，我捫完全知道如何去褶手这一工作 
以及如何把这一工作进行到底。但是原函数的定义就完全是另一回事 
了; 在原函数的定义里就沒有任何构'造性的成分，它沒有吿訴我們 g 狀 
字 學去求 厚函数，甚至于沒有 告訴我 們应該怎样矜手这項工作。例如， 
假定要我們求 ' . * * * * 

In dm , 

我們在表中公式的右端的那些函数中就找不到 i D %于 是我們現在就 
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沒有任何办法来解决这个卩11题。 

刚这个困难密切扣关的坫，对 r 积分的运灯我們还沒苷一螫恋的 
UM -, 而也微分法.卩:.，刖足冇这样一套法則的，在知逍某些西数的导啟 
以沿，我們就4以很矜易地求 [ j !它們的 各种組 «和、积、复介函敌等 
等〕的导败。积分理淪所拥有的这一类法則坫为数不多的，幷且它們应 
JfJ 的范阐也比較窄。不 H 尽普如此，积分法的这些一般方法的作 Ai 还 
足很太的，因为借助 T •这$方法，我們毕觉还坫叶以积分够多的函数， 
趾 R 这些函数正好迠平时讪常碰到的函玫。在我們将耍考虑 
这些方法当中 sm 单的… 应該指出，作微分法圼我們儿乎是机械 
地应 i _ i ] 那苎 -- '般方汰.， 似足在 m 分法里应 m —般方法时就要求岛度的 
技巧 _—— 在苺一个个別情形，都嬰会找1>适的方让，幷 ! l 典®有效地应 
用它。要掌握这些技巧只 心长时煳的练 习才行。 

領茗可以在辽 n. 捷米多雄奇的习题災， 笫三 4中找到大觉的习 

M 。 

关 T 函数的积分法以及原两玫的性质的理綸称为 fLff , 这个理 
論与微分学合起来就沟成丫数学分的最®耍的部分;^ ^ 」 

§ 43. 积分法的一些甜单的一般方法 

I . 勿平 士《 2 ±…±«„ 孕 》■' ⑤,,个 葶亨， x 对 _. j.'w 

亨 p j 叫如 j & 必定存在，抖 . i:L 

j y dx ^= ^ V \ (/.t; + y h . ; Ac 士 ... 士 j u „ di ' j ^ (1) 

这个 法則常常骱笮 池說咴 :“代数和的原凼敌等于原函数的代毁 
相”。裝想 鉦叨 等八(:0， a 需要迹 明等式 右端的导汝作在幷II就婵 r 
y 就行丫；但足，根拋代蚁和的微分法則(§ 29 法诎3。〕，这 m 然足对 
的。 
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如! liM 是 Z 的囹敷 ， 是一個常數，父 ( 々:在 ，則 {audz 

、 an d-.i' ^ c; 、 v.d:, (2) 

簡甲地說^ “常数闪子以 .fe 到原阁数的符链外面來”。栗證明 （2) 只 
消微分等式的在端 t 亜旦利用常數因 T 可 B 拿到微分符流之外來的定 
现。 

到現在爲止，上面所考慮：的兩個法則，剛好是相憋的 f 缺分法則，完 
全艱倒過來。佴是，我們捣上就要 II 到，這 枭可以 完杀頓倒過來的微分 
法則巳經 沒有/ ;所有其他的決則邢 RS 6 部分地频倒過來 ，因耐 山此毋 
出的賴分公式雖然有時非常有用 ， W 決#在所有的犄肜 _ F 部能應用。 

還要注总，在 C 0 與 （2) 兩式的右揣我們沒有加 f : 嵇分常數。在 
iii 尨加上賴分常數是不必要的，因爲在适兩個苫式的右端都還有（:一 
個或幾悃）原函數的符竑;极姥我們的了解，這些符號 B 鸫代发整個原 
函数族，因而它們 E 經隱含了任意常數在内。以上诏怩説 明對 於下面 
的公式也適月1、 

s - 分部積分法现在我們來 W —- S , 把雨侗闲數之 嵇的微 分公式 

(uvY — ^iiv f -^-vit 1 

撤 m 遇來鈐遵出什麽樣爾 iS 分公式。賴分這悃等忒，我們沿到： 

^ (wu) 1 da — — j 〈 Wt/+ 

從而，在右端用法則 CO , 我們得到： 

V-V ■ il /1.!’ 1'；^ + ^ IJ ! J / dz . 

^個&式 ti A 雨愐原网_數；丙此，我們不能利用它來同時求出适雨個逋 
阄数，而 u 能把其中的…個用 w —個及 m [陳， 例如： 
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道個公式能吿訴我們一巧什麽呢？如於《捋” 都足巳 知的，則根據远 
個公式，原雨敕 f 柳'必可以〗 nti 知阐数 ㈣ 鈣 . w —個在榄造-[:和它相 

似的原闲数也丧迮出來 雖然辽 闸调原阄软都依賴於與 
V ，佴 很可^ 其中 的一個比 W —個要簡取一些;比如說, 1 G 定第二個(在 
答式沿 s 的)比馆一個馏軍，則公式 (: 3 ) 就有 r 很叨 m 的好處，因爲它把 
求某一個原函數的問题化成了故 W —恫更尚眾的原_的間題。在有 
些惝形 ffi 至有 Q 樯的吋能：等式葙端的原阁數是 S 2 «的微分 表崖已 緙 
有的，或者是我們预先已經硏究過的;在這种:情形下， H 耍利用公式 (3) 
我們就可以把原函數 j 完全求出來。 

要知道公式（幻的力铳，或是在應用它時的一®特點，最妤是用具 
體网子來說明。适個&式稱爲 

mi . 我們 Li 經說過，現在封我捫來說 j In s dz 還是未知的，闶 
爲我& 不知道有那一個函敕的沿數等於佴是只要利用分部稷分 
的公忒适個原闽數是不難求出來的。要利用&式0),我們應該把被 lit 
函數发成兩個闽數之 Ki 的形狀，筇一涸淘數取作 W ， 第二個函數収作 
«*0要違楼做，可以有無窮多稀方法,而我們就應#蛋於在适許多方法 
中來選取迢欉的一悃，使得公式 (3) 右端的原闽數 j &鰱得儘可能 
地簡眾。佴是，我能够预先知道該選取那^恫呢？爲此，我們 M 
要河想 一下，阄数 〗 n S ： 的遵隞苫於^，它比 in ；!：带簡單的多。從原阉 
m f ^ 到原函軟 Y w 也的過裎中，函數《換成了它的導數 《' ， 
因 it ，如恐我們取我捫就 叶以指 琪在适個過程中給定的原函 
數能够化簡。佴是從训 '= ill z 與《 = 】E :C ^-1, 因此我們應菇 
把1取作與數苒1的一個阄數；骰簡眾的取法當然就是1=1因此， 

O 在一校情 B 下，泣做公式給不出点阐数/ 的愚捃去達式，师 K 是把 1 T 化成 
T 另外一胂豇簡苹的原函數；由於 m 盅把問題4簡了， 所以它 只能苋赴解决了我們 
求的原函數的問題 。 U 此許多踣洲語郎用“訊 5 J ■砧分法”道個名詞有鞋訊首 
所用的“分部研分法”运阴名 w ， 我捫也适樣 ji !, n 足比較詞 



笫三访 馆十一枣微分運萆的逆運试 1 E 3 

二 u f ■ - -- 

v r ― 1, v =-- r ,. 

ux - ―^ hi X r r / a 1 — 1 7 

闪而公式 C 3) 就給 Hi : 

\ . In x dz^= % ]r ^ ^ 1 ■& -- ■，： in ^ — O * 


我俩俞此沿到，在 运個 例子中，利川公式 U ) 澈底解決了我們的問題。 
驗筘一 r 坫個解答通常對我們足苻益的，不難符出，? 兒們 所技到的這個 
® 數的势數的確等於 hi 、 

同锘的辦汰，我們 " TW 利用分部秸分法來求刘更一般的形式 
的原函數 ' 

》 a dc： y 

其屮《是 任总一 惘常數加##:一1，則我們令： 

' u = \-nx, Ii ^ 1 , 

* X 1 

- f-J 

H, v：~ - , 

- cc + l , 

m r ~x n }n x, va , ■- - — , 
o + l ' 


报墟公•式 l 3) 不難砑 ft 


心德=二]卜' + i +(' 


如圯 ft 二 -1. 則我們有： 

it -- J n ； s , 


由公式⑶得到: 


^ ― 


v= In x t 
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J ^ J ^ 

在适個等式右端出現的原函數與我們要找的原函数完全一樣。佴儘管 
运樣，道個蘭係式却解決/我們的問題，因爲由它可以推出： 

2 j !^ JiC ; hi 2 〜 

因而 f ^ ? dx = -6^. 

J fl? 2 t 

M 2 -假定我們要求 j 贫函數 

^ 咖艺 do;- . 

被積阄數的兩個因子中，第:::個 W 子馓分或積分之後都不變，而第一個 
因子微分之後則等於〗，比原來敕要簡 單些； 闪此，我們不妨令 u = A 
^ 試試召;這就給出 

n^x y — I, 

'v' = e r 7 v^e^ 7 

nv 1 = a ： 6 z t vu r = e x } 

利用公式 (3) 我們得到： 

^ xe x dx^xc/- — e £ dx cc^ — e T ^-U f 

於是，問題就完全解決 f 。 

現在假定我們要求 f ^ ： €.^ d'^y 用同檄 的方法，我們分： ' 

U=.-=X\ v/ 二於， ’ 

v , = e :c t v ^= e z t 


於是公式 ( 3 ) 給出 : 


x £ e r dx^^H % — 2\ xe z dx} 




奶 H 浇 羝十 一 眾相试的逆連 ¥ 1S5 

闵馎$式沿端的原函馼上面 LL 經求出來了，所以原阄数 | 

也就可以求出來。一般說來,要想求原函數 " 

¥•„_'»■$ are 1 dn , 

其中 n 是任怠一個 n 然数。我仞可只令： 

■u = x ,: , 衫 , -: 邮卜 1 , 

v f = e l t v =i e- 1 

= a ? N t 〜 va ' — f 

於是公式 ( 3 ) 給 m : 

. —+ 〜一 ，、吨 ，肩 

适是一個—公式，它把 AO ) 用 H ) 表遝了出來；因爲 f u ( a ?) 與 
6 ㈤ 郡 lie ! 知的，所 w 利用 挺個公 式我們不難依次求出*(®), ux ) 
以 u 說來，也办）（對於任 M —並 JI 還不難奋出，對於任 
m a 我們都有： 

f „( s:) = a:"e'n73;Pf,(a0e J 十 t7 ， 

其中八 (®) 足某一個《次的多項式。 

■更多 的練聲 MPi ® 召 r >. n . 捷妆多維奇的習題您，馆三章，習題 
123 — 13(50。 

4 .變置的替換我們現在來 Tf 一界， ft 精分 學盅可 以怎樣利用狻 
介函數的微分公式 。假 .定 / O ) 结我們矜和分的一 P «數，父上’(《〕是 
它的敕之一，於是 

A ’ ㈤=/ O ) ， \ f ( v ：) dv ^ F { u ) + ( J , 

如果我們把變量 W 算作 . W —個_新發_® 3：的闽數 ， W = 9( ce ), 則我存： 

?>(»)"], 

0法意，在 u . n . 提来多維奇的名®袋褢， 把 -- 庳® 歉稱® S ®® 數的稂分， 



m ^ 汝析間 明教粍 

报據铿合阄數的微分法則（常然，要假定阑驳 9(^ 足可微的） 
dy = F ! [ 9 ($)] = f ⑷ ] 抑 ⑷; 

因爲逛是函數 ㈣ 、 \; n ^ y ：\ 的微分, p /「 以 k 過来就得到： 

^ f [炉 (2)] ^\a;)rfa: = ^ / [妒卜）]抑 (2) = /’0)(3)] 十 (7. 

闲此， in^ 

(u')dn . ■二 F( 、 v.) 十 C 

X 沪⑷辨巧 J 

f / [>(>)] 作 ') dx = [:屮⑷]咖>) -f，[>(20] + C. 

換句話說： ill 果 u = < p ( z ), 又函數 史0)是可微的，而 且函數 /㈤ 

• 晕 * ■ * «**• 

亨㈣ n 

[¥>(>)] [9 J (；;)] dP (/ S 卜 ^/(«,) d-u (4) 

(等式右端在積分後必須代人 《=naO): 跟分部分法的情无一襟， 
一般說來,關係式( 4 〕僅僅把求一個原函數的問题化成皮 >〗一個原函數 
的問題;併是，也趿 _W .奥一欉， M 第二個原函數 W 能比第一僩更簡單些， 
特別說东 ，道第 二個报酎數可能是我們 LL 經知道的；在這種情形，第一 
個婼函數訧可以逋接寫出來了。 

因笋蹦係式左邊的可微函数« = ?(3)可以 汗总 選楞，所以利用 ■ 
係式 U) ，每一個我們泠秸分的 画數 /(_» i 的原® 數都可以! fi： 接變換成 
無窮多個新的原函驳。饵是也 ins 由於函數 np ) 的遇擇有非常廣泛的 
fT: 意性，所以運用搀元法（就是我們現在所考虛的精分方法的稱呼 0) 
比起運 ffi 分部 a 分法來势求更多的持殊靈活的技巧，樂達到道個要求 
u 有綷過長時間的練乳才彳在甸一個個別的犄形，問題都是堪 樣:我 
們#望找某一個函數 中⑷ 的原函數；爲此，我們必須選擇道樣一個可 

O 有陆也稱爲變5帑 換注〜 





笫 ■:焓 氓 i - ■逆筘的逆评 K 


JST 


极函 數竹 使得 

寸 ⑻ ---'f Lns )] 屮’⑷’ 

或:也就是說， 


中（尤、 L 屮 (X)] 小 "㈡ ， 

其中幽 fe /(“） 的原函數 

/(,■!(■) du = 7*'( n '_) 4 - C 

要是巳 知的。 如果能作到适一點，則极據 (4) 我可以 lf £ 接寫出 

j i'(oi) dx = F [中 ( a :)]4* t /， 


於是我們的問題鱿解決了。因此，迈個問題的困難就仵於怎樣去找出 
M 個適常的阐數91>)。茔於究 Sfr 個利愦形應該如 H 芎 邋才能 對我們 
的問 SS 有所铽助，鯓好還楚用 M 體例 f •來加以說明如 F: 

^J 3. 求原函数 


㈣ 叫 》. 


win ■ xd < x = — de03 k, 所以 

f tga: ds = — f ^ cos 

J J coa a 

道就很自然地使我們想到，不妨令 《m=«; 於是在公式 （4) 中，我們 

應該令 /00 : ~， <P(s) = co：is, 冈而， 

J 血 —— j 一 j 气:*. 一 ln M +"——】 11 一 3 \+ a , 

這就解決了我們的問題。 

定全類似的，令 w = Hill S ,我們鱿得到 

^ etg a ； cia: = J — 土 injwj +(7 = Jn |sin x\ +6 T , 

以上這兩個問履都是 T 面道個粹常遇到的一般問題的特殊情形。 




1 SS 蚊 爭讣析鲔明教 秤 

假定 (®) 是一個可微分函數，問題是要找的原函數。令外=) = «， 

我們就有炉 ' iXW ^^ dw ， 因而， 

^ ，x ^ ^ 今 . M = ]n 卜 1 +C = ln[ 9 :, (®)]+G f . 

例如， r ^ = 1 f a ? 4 - 25 〜 1 ! n 〔 1 十#)十 c ， 

J 1+^ 2 J 1+# 2 .... 

5 t -+ 3 i 1=111 ^ n +'0+ t ? 

等等 。 
fj 4. 

f ccdx 

因浠被嵇表達式的分子，除去差一悃常 w 子外，等於分坻中根珑:裹 
的和1+妒的激分，所以我捫不姑把根式&作一個新的變量来試 
試看： 

於是 
卽 

因此，我們得到： 


适就是說，在這觅我們把求給定的 M 闽數的問题化成了求另一個簡單 
一些的原函數的間題，遒後一惝 原阄數 ，再用一®新的變景#換很容易 
就可以求出來。令1+«=!；,我 惘有： 


u= vi+'^f 


du - 


xdz 

v'i +~^ 
xdx 二 udu . 


xdx 


xdx 


udu 

i +. 功 


(5) 


因而， 


w = i 〜 1 ， du^dVj 
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1的 




udu _ r v— 1 

i + « j v 


dv 


— ^ dv — j - — = u — In [ "y I + 6^ = 


因此，等式 (5) 給出: 


f * ^：dx - 

j 1 + >/1 ^s= v 7 1 + iu(i + 〆 i + s^y+u*, 


其中 6 〜 = i + C 也是一個任意常數。 ■ 

上面這:個問題的解決是藉肋於變懊《= T / t +^ j 佴是根逋同樣的 
考虛，我們也可以不把裉式耿作新變 M ， 而把枝竑戾面的表 :達式 i+* s 
取作新變量來試一試;這樣傲法得到： - 


於是我們有: 


U = 1 + f ， 


du = 、 2 xd 芯， 


xdar 二 




xdx 

1 + l’iTP 



du 

1 + i/m 


這個新的原函數也已經是够簡軍的了。令1+【灿我們就有: 


也就是說, 


w = l) 2 f du = 2Qv— 


1 C — du r^u- 

2 J T + V^n = J ~ 




這也就是在前一個變最替換最後所得到的那個原函數。丙此，我們看 
出，在某些精形下，用不同的變镇替換都可以遂到 ㈣ 的，而且其難易程 
皮相差不多^ 

” 5 . 在函數 的賴分法裏我俩常常會遇到 T 面 S 個帶一般性的簡 
單問 邊:已 知闹數/⑷的原函數 

j "/( a ;) dx^F(x) + 0} 

要來求函 k /(« aO 的原函數，其屮 a 是一個已知常數。我 ( R 不妨假 jg 
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(當仏0時，/ /⑻是一個常數；題自然很容易解決）， 


遊且令灯於是咖: 


dn * 


因而 


f (⑽; f f (u)d. u +0 -'-b’(ax)+ G• 

I' J' a a a 


因此，如果 


並旦 a ^ 0 , 則 


f ( x)dx = F ( x )-\- C , 


f (ax) da — F(ax)^C w 


例如， 


si a kx dx ^ — ■ ； <tm kx-\ V, 
h 


r _ 
Jr 


dx 


l-a^x 2 a 


lire sin (⑽）十 C/ 


等等。 

佴是，我們也常常遇到相反的情况，有時我們 不矜粒 分函數 / o ) ，而以 
相反的方向來利用公式(4)，把等式右端難求的原函數代之以等式左端 
的原函數，只要適當地選擇函數 n ®) 有時就可能使問題變得簡渾。 
例如，直接求原函数 


I 1 - w 2 dn 


是困雒的;佴如果令 MWms ，- 

y i 7 1 — 'i.i- 1 du - 

後面 iH 個原函數讀者 ft 己不難 求出： 


則由公式⑷得到: 

X dx} 


cos 2 %d%= - 9 -( 3 十 sin a; eosa:)+( 7 ; 


其中應該以 a;=areain u, ^mx = u J qosx = |/1 一 w a 代入，因而求出了： 

p _....._ 2 _ 

* J 〆 1 — 权 2 (arc ain u-\-u V 1 — 饥 3 ) 十 （ 7. 







mvia « i - - ^ 撖分運筇的述運芘 vn 

更多的練習可以參苻 Rn . 捷米多維奇的習題尨，第三章，習題 
28—60 , 101—120。 

在道一節戚，我們所討論的關於秸分函數的一搜最簡眾的一般性 
的方法,已解#這稀方法的全部。道些方法的數麗迠很不多的，而 ft , 
通常它們不^解决在一切付能出覌的情呪卜所©出的問題；在運用近 
些方法時，還不能是機械地搬用， tfti 是對於毎一個個利問 m 都霜要作個 
別的特殊處理。不遇，雖然是适搽 ，佴就 遥些方法的全體來說，却已經 
使我們能够積分十分廣泛的一類扣等函數。我們+久（铕10章）還要 
囲到链個問題。現在我們應該來學料對於 H 分學的基本問題的另一禪 
仝新的裔法，道? S 看法 竹先大 大地擴大了並且加强 了蹈分 學與現實世 
界的聯繫,以及它怍爲揞確的自然科學與技術科學的丁 Ji 的作用 D 



第十二章積分 

I 44. 曲邊梯形的面積 


我們現在來考慮一系列屬於务 W 不間的知識領域的問題，道些問 
題的解決煨後都歸結到同一個必要的數學工具最初一看，這個工具 
好像跟函數的微分法與稹分法並沒有什麼庇接的關係；在腠史上它的 
發展也在長時期内輿這箝稗運 箅钇不 關聯。還是一苗到十七世紀末才 
開始明 ft , R 要把笾些問題興椏分學中一定的問題聯系起來，我們就可 
以得到解決這些問題的最有力的和一般的方法。我們不久就可以看到， 
适究 m 應該怎榛來做。 

初等幾何僅僅教給我們如 h 計算 mft 線段和圆弧所圃成的平面圓 
形的 面猜。 計算由任总形狀的曲線 所圍成 的年面阔形的面嵇，是一悃 
一般的幾何問題，适個問題 r 有用数 學分 析的方 法才能够解决。這個 
間題在理論上輿實際上的現實性是很明顯的 f 並不滿要任何特別的說 
明。 


任意一條曲線圍成的闞形（阏灯)常常可以用兩龃相垂 i [的 i [線 
把它分成荇干部分，每一部分都是一悃 
“曲邊 梯形' 所謂 “曲 邊梯形’’是這樣的 
圓形，它有三條邊是 is 線，其中兩條互相 




圃 28 


吁行，第三條與前南條互相垂茈（阚别）；第四邊是一條曲線的一段弧， 



第 H 1 S 耶十一 铽分 


i!)3 


它與彳 t :— 條平秆 於它的 鄰邊的商線至多 a 交於一點-在适裏並不除去 


T 述的情形 t 陶 29) :兩條平彳 f 的邊中有一條縮成了一 1因而曲逨梯 
形變成了曲邊三角形。 迈辕 一來，我們的問題就化成了求曲邊梯形而 
秸的間題。 ' 


我們現在這樣來取一個 ift 角坐標系，使得曲邊梯形的曲邊的對邊 
與 0 X 軸相合，而曲邊梯形位於上肀平面（阔30)„令 a 與6 ( a < b ) ^ 
表曲迓梯形底邊的酎個端點的坐標，並且 
假定曲邊是函數 3/=/( aO 的躅形。 

我們提出這樣的任務 一 要來求這個 
曲邊梯形的面積何是在這襄，我們千 
莴不®忘記，對於任意曲線圍成的画形來 
說，它的面嵇的槪念我們還沒有在任何地 
方作過規定一在初等幾何襄，僅僅對於 



ift ： 線固成的圆形（多邊形）以及圆的一部分視定 r 曲‘猜的槪念。因此， 
在道個間題而前，我們又恰恰是處於 S 2 0中我們提出要规定變速連動 
的瞬時速度時同榇的挞呪之下。跟那蓮一樣，我們現在的任務也是雙 
m 的：我們必祖給求知的面极槪念下一個適當的定義，同時要提供出 
計算道個面賴的工具。也趿那龙一榛，我們現在要同時來解決运兩個 


問題。 


我們酋先回想一下，在初等幾 m 崖計筇閬的面柄時,在寶質 上我們 
Li 經利用了數學分析的甚木運訂_極限過保：我們把圓的面稻定袭 
作某些多邊形面嵇的拖限，而多邊形的而積用初等戏 H 的友法就可以 
綠出來。很冉然地，我們常然可以把這個方法用到現在的一般怙肜來。 
爲炖 H 的，我們在《與&之間插入分 點吣， 巧，…，2：,^,逛菝就把 E 間 


(«, & )一一-我們的曲邊梯形的底 一 一分成了《 個部阶 〔區間）， 並且辞 
__r 一致起見，我們令 0 = 2 ；。，於是有 


a = ®a < <»)<•■■ < fl： a „i < K n = 6. 




'1!H . SI ： 舉分析簡明敢 ® 

由區間 （《，&) 所分成的逞些小區間(^_ 1? X t ) (1 <-«) 的畏度可 

以是任意的，一般說來，它們彼此4以不相等。道些分點％ (0</；<n) 
的全體稱爲基本區間 （a ， A) 的一個分法' 

在任窓一個小區間（叫 ^ ，取）上任取一點當然，點办可以是 
在區間的内部，也可以與某一個端點 ® 合；>^<^<抑）；在點&上 
榭立起 0 X 鞄的垂線，讓它延昆到與曲線 y 5 f { x ) 相交於點 if 爲止； 
顯然，點3/的縱坐檫就等於 /( 為 ）（ 阍 31) 。通 
過點见作平行於 OJC 軸的 i £ 線到與 ® 線 
相遇爲止；圖 3 1 中帯斜線 
的畏方形的底是％ - m , 高是 / U 0, 闶而 
它的面積是 /( 5*)( 取- 5：^ i) c 

如果 1 我們對於—個小 M 間（叫-!，叫） 

(1 < < «■) 都像剛才_過的這漦做，而且 
毎次也都完全隨便地在相應的 區間上 jl 擇點 
办，，於是一切這稱帶斜線的良方形就紐成一個由商線圍成的“階梯”形 
的腫形 ( 多角形)。顯然,运個國形的形狀與區問 ( a ； b ) 的分法有關，间 
時與點&在一個分法中的备襌不同取法也有關。佴儘管這樣，蓿 
來還是很淸楚，如果我們的分法是足够細密的話 t 圖 33), 則不論怎樣 
取 K 办，帶斜線的圈形的而賴與曲邊梯形的面賴相茬就可以任意地 
小。我們把帶斜線的圖形的面秸記作 A _*。 顯然，运個面植等於所有的 
長方形的面積之和： ， 



S*— — 你 ._ 1 ). 

] 

如果我們把區間 O , &) 分得越來越細，每次還是任意地取點办， 
並且對於每個分汰都計算帶斜線的階梯形的面積炉。我們的直爱使我 
們可以這樣期望’在道個過程中將要趨向一個確定的極限，並且， 
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很自然地，钻個蝻限就應該叫做曲邊梯形的而嵇 I 鉍樣來引進 面賴 
S 的定義，除了庇接巾於幾 MK 铅而外，還由於以前在初等哦何菸 的冏 
而精定義的啓 鞔-. 在那戾，閱面位足定義作某些多角形的而嵇（當 
它們越來越接近 M 時）的梅限®。 

因此，我們很0然地來引進下列定義： 

n 

S =- Iim iS’ = Hm 乏 +f ( 心 )O s — 叫 —i). 


rm , 到這裏定葙還逭不能 p 是 a 鸫完圣了。我們要問，究益是在 
那一個過程中东實現_ l 述的陆限的？ SM 過裎的敕學描述又是怎搽 
的?我們知近 (S 13)，鹿生仟何極限的過程郤是由 芄一個设的變 動來描 



閾32 囡 SS 


述的，适個尕就疋‘並本”變乩那采，柏直袅，迈個 S 足怎锘的一個: K ， 
它的鰱 化狀態又足怎糙的？ 

在上面，我們把作爲 ® 限基礎的遇程說成足區間 (a, 6 ) 的分法的 
势真限制地鹺細。假定 T 是道稱分法之一， ^& KT ) 代发姑 間 (^.- j , . r t ) 
(1< K «) 中设大的一個的畏度（顯然，對於任一分法 7' W 1 ) 是唯一 
確定的乂我們可以想像得到，岱 l ( T )^ 0 時 ，也犹 逛說,當最大的區間 
之畏趨向於專 B $， 分法2’的確铣“無限刺地變細厂，因此，我們可以寫 



m 


b ^ 分析 a m Pi 耗 


6 = iim > . (0 

s 就是說，我們可以取窠 K r n 來怍爲我們所考搵的過程的基本銻 
最,並乱用 0 來描述我們的過柽。在這衷必須要注意，我們要 
求極限的最並不是 M ;(r) 的函 數，因爲，很明顯，對於间一個値 
KT ) 可以對應無窮多棰不同的分法，還不要說，卽使我們已經取定了 
分法 r, 點 £* 還可以有無窮多秫不同的取法;而 M #在實質上與所有 
這® 任意的因尜都有關係，因此對於已知的値; (T)， 它可以取無窮多 
個不同的値 a 


這镒一來，我們這®所討論的，實際上是 S IS 中詳細考廉過的谡 
義的極限過程。我侗威恐興趣的1沪，春與了 4(2')- >0” 所描述的祛 
限過程，佴是炉並不是基本變设； (2') 的闲數，芮爲對於已知的# 
K r n , 它取無窮多個不同的脑 3 然而我們知道， M 並不妨礙我們把@ 
隈况看作足在已知過程中山 S 所確定的。關係式 • 
lim S* =^S 

招 smtrrtfifiii 個完全 锫確的 a 氮 础 f 

s>o, 埤 ，— •!：- 字了一 ♦: ； (^<5,*^ 
nmmr ： • • *. . 

| AW | < f . 

這個定義是非常 R 然的。讲 fth , 如果對於不同的分法2,或著點 
^ 的不同的取法，最趨向於不问的构限 M , 那我們就很難解決，究 
觉孩用那一個搔限値來 it 度我們的曲邊梯形的面 H 按定義我們必須 
認爲，在 M 純情形 T ，搔限 (1) 不存在，闪而我們就不能規定曲邊梯形有 
忏何確定的面 秸了。 

如果滿足了我們定義中的條伴，我們就簡短地說，當分_無限變 
火就這樣，我們引進了下述曲邊梯形的面稷 • • 
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M = 2/(^) f 竽竽哼竽 学字 p 寧哼 單； 

T ® gBl ^ JJ ._— 年 ㈣ f —„ 

~ s 枭式二 ® ， kkk‘-/ffikkkk^kkjkk¥: 

ms^mmm , -早 g 辨押-.-，>0 — 

^>°" T ’‘ ㈣ kh ’< i , stff 

. • • * 

n 

12 /(&.» —呀 ..-1.)— w | o . 
i ... j 

綜命上面所說的，我們的雙電任務的第一部分就完全解决了 :我們 
ti 經建立了曲邊梯形面賴的一《:槪念的定规 m 於销二部分一扁佻 
皆算道個面桢的 _ TJl . ， 在原 則. _ h 也解決 T ，闪爲&式(1 ) 指出了計算逞 
偭面猜的運算步輮。不過，在野際間題袅公式 ( 】 ） 所提供的方法是不槌 
令人滿意的;還不要說，卽使遝定 r 一系列分法 I 也収好了點心,要求 
'® 樣一個钽雜的衷達式的極限，也只有在一些最簡 m 的 储形下 才有可 
祖成功;而我們尤其不能忘記的 :是除 此以外，在 飪一次 我們遺都應該證 
明，我例所找到的择限不依賴於所取定的段一系列分 fj ; •以及點^的取 
法，而链在絕大多數的情形下都是搔 揣闽難 阄端煩馈的。铣由於這些撖 
故，我們所指出的計算方法在絕大多 數的沣 體問題中都+能度接應用。 
不遇，指出下面這一點也迠很有意思的：在我們還不街 I 道解決遂種問 
題的更有效的方法時，在芄呰犄形下，也卍 是用這 個方法曾經解決過個 
別的問題。例如在古代希脸铳已綷用适個方法解決了#曲線3 /=/㈤ 
是抛物線 I 例如 /( S )= a ^, a 是常设) m 淑曲邊梯形面 檀的問 題。 

§ 45. 樊力所作的功 . 

假定某物嫌在一個年行於 ox 軸的力 _ p 的作用 F 沿度嫌 ox isT 






1S8 


数學分析商明教 f? 

m , JiP 的方向輿物體運動的方向一致。如杲這個力是不變的，換句話 
說，它的骨在 iff 線 twr 的一切點®上都是一樣的，則力 p 與底線 OX 的 
某一段之畏 * 的乘賴 


Us 

铳稍爲力 r 在這一個線段上所怍的功 3 

例如， 一個物體 在它的 W 铅 P 作用 之下從 趼地面高度萁 A 的位防 
落到地面，則 ffi 力〔在地面的條 仲下我 們可以菇作物體在降落過荐.中 t 
力保持不錢)所作的功是 

埙在我們假定，物體在力的作用下也是沿若齒:線。尤運動，佴這個 
力在運動路徑的不同的 K 上取不 同的値,，此方說，我們可以想傲,就奸 
像在矻 線 0 X 的某一點遨安放着一個源 M ，它用力 . P 來吸引或排斥我 
捫的物體，而這個力/> fi : j 火小依軺於物體舆酿泉的跖離（大家都知道， 
像离有引力，邊 輿巧的 引力; m 斥力等等，都是這樣 ):， 於足力 p ^ p (^) 
就是物體在已知一間所在點的橫坐標 ar 的函数。假定物體在道個變义 
作用之下■從商線 （ 江上的一點 a 移励到另一點6。那麼,在這悃移勸之 
下，應該怎樣來求钴谰力 P 所作的功呢？ 

我們首先要注意，變力作功道個槪念,到 K 在爲止我們還沒有定義 
過。因此，我們又處在适揉一個雙重任務的面前 -- 一 I 合這個槪念下 -- 
個一般形式的定義， 同時還 要提供出一個實際計总養力所作的功的方 
法。 


先用分點 


% …$ 户 ft . 

把區問 （>, W 圮任 意的方式分成 ™ 部分，如我們在上節中所作的那 
樣，在毎一個小區間 O -!, 跑）上任意取一點&:、在點 
心作用在物體上的力等於 P ( M ), 如果适個力/£整脚區間 d , 办） 
上郡等於道個僮，則 铉在 适偭陆間所作的功就等於 

P(Jt) ⑴ 
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佴是，實際上) '3 個力在 M 間 (^-1, 不同的點取不间的値，所以它在 

SS 個區間上所作的功 m 與上面所寫的适個乘積不一定相等。然而如 
果區間 (^1,^) 很小，則我柄有瑰由斯望，力在這個區間褢的 
變化足不大的，因而它在笾個原間的不同的點上的値與它在點办上的 
値相羞是很小的。如奶 Siil 樣的話，則我們可只很自然的認爲，力在 
小區問 s0 上所作的功铒常力尸(心）在同一 KR5] 所作的功相羞 
很小。远個常力所作的功就是乘陆 ( 1 ) ，闪而，我們可以認爲 
' Wt I'tSi) (^- h) - (3) 

上面运种 :考虚 適用於區問(« : b ) 的所有的道些小區間，搀句話說 ， （2) 
式對於任意的 /■(!</. < H) 都成立。 

其次，我們可以裉自然地認爲，力 P 在整個厲問（ I 幻上所作的 
功 W 等於它在所有总些小捣間 Om ⑷上既作的功之和，換句話說， 

n 

Tir ,. ' 

k —\ 

因爲我們假定， 功叫 可以近 m 地丧作乘秸^(心） ono ，於 
是，很 r 然地，就得到： 


取 _1 ). (3) 

k ~ 1 

當然，如果近似等式（幻越精確，切1所求的功的這偭近似表達式也 
就越揞 確。 而我們可以想像，區 113 0— ；!,抑）越小，也就是說，區間 
(«，&)的分法 r 越細，近似等式:也就越精確。總之，我們應該承 
認，分法 T 越細則近似等式（ 3 )就越精確。因此,如果我們把逼•個變力 
所作的功的精確値規定爲和數 


^\Sk J (Uu) 
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& 中分析 ib 明敢铊 


當 分法無限變細 p 的極慨的話，那是完圣 自然的 事情。 

道個和數的 k 構與§44中規定曲邊梯形時所用的那個和數的結 
構是絲毫不盖的。在道裏所談到的樺限過程與§ 44中的搔限過程也完 
全一樣，芮此，這裏只要逐字逐句地重 S 那裏所説的榦行了。跟那襄一 
楼 5 我們把下面這種舄法 

n 

W.、lira y.PdKq — 办 ― 1 ) (4) 

了解爲：-辱亨申冬，个哼^>0, 5>0,年，亨 

^fK)(«, ?>) p. • Mf ^ p'iT ) <*s*^；*，i, vj；^W Si 

(^-1<&<取，如何取法，我們都有： 

n 

卜 ― 2 ^(a)(^-^-i) |<e. 

如梁上面這個條件滿足，我們就説叱是變力 f 在跖間（《， &) 上所 
作的功。如果對於不同系列的分法與點&的不同的収法，和數 

n 

fc — 1 

有不同的@限，那末我捫就寧願逑爲，變力 P 在區間 o, 6) 上所作的 
功不能够有確定的意義。 

我們再一次宥到，我們的雙 m 任務的.第一^分〔變力所作的功的 
一^槪念的定義）是完全解決了，同時，我們可以認爲I第二部分（提供 
出實際計算這個功的方法） R 是在摘則上解決了：關於公式 （4) 不方 
便的地方， M 要重覆我們在§ 44 中所說過的相應的話就行 T。 

§ 46 , a 分的一般槪；§： 


在 S 44與45雨節中，我們考慮了來自不间的知識領域的 ® 悃問 




笫十二窣葙分 HQ1 

題-個來自幾 K ， S — ffl 來自物理。很淸楚 ，如果 我們不談道痏個 

間題的具體内'容，而 R 來注意它們的分析結構，那衣它們簡庇是完吾一 
樣的。 迠兩個問題的解決，郡要求我們計 JSJ £ —個有確定結楢的和數的 
極限。 , 

在一系列鍵 M 、 物理、技術、其他的知識領域以及人們的實踐活動 
中會■遇到大量的間題，它們的分 W 結構與我們剛才考逆:過的問題的分 
析結構完全一樣；在以後 我們還 要歯次地遇到這顏間題^因此，很淸 
楚，這稀類型的極限問題很歧得我們作一般性的全而的硏究； S 是數學 
分析扳一個非常重要的問題。以 F 我們就來詳細地討淪這偭間题 a 
假定/0)是確定在區間0, 0 _ f :的一涸函兔乂 r 是用分點 
tt = s 0 < .^ < ... < 2„ = 6 

確定的區間 O , *0 的一惆分法，我們把小區間 = 1,2,...，《) 
中最大的一個的長度記作 f ( r /， ) 0 然後我們&甸一個區間 (»*-!, 取） 上 
任意収一點為0-1<心<: Ti ) 並 J . L 作和数 

N * 


顯然，适個和數醃依賴於我們听用的分法又依賴於點心的取法。 
iu f^vhfii)E> 0 , 声一個 S >0, 使 

得對 各垒 ^ i \ s (^ kt )< s , 就不 会― 4^:4 義們都有:_ 

• •••*** • * ••**•«** ••*_ 

n 6， 


SnS !：^ T t_ 或帝也桄是說，常 0 

+)• f i, . 

* 可以寫成 tm 的形式 :： 


lim S = ]im \ 




» A 如杲它存在的話，顯然只依賴於阖數 fix ) 與區間 o , 6〕。 
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數 S V ft ffi 明 Al fS 

我們稱它爲函數 /&) 從 《 到(或者在區間（《， &) 上）的 ， mu 
把它記作 * 

b 

^ /⑻如; (V 

a 

到現在爲止，無論是“楮分”這個名詞或是 j if 個符鼸都不應該和術 
語“積分法”以及适同一個符龊在前面的涵義相聯系;而在適當的時候 
我們才來建立它們之間的聯系。我們可以把符號 （1) 潛成就是和數$ 
的一涸璲形(适種看法，就歷史的觀點來說，可以認爲是正確的)。事實 
上，如果我們 H 想淄眾地描述這惝和數的構造，並不想過於詳細地談划 
區間的分法以及點6的取法，而僅僅把函數/ 與區間 （《, &) 記上，則 
我們可以把 s 寫成(敉時不镗所用符號的嚴格窓莪） 

b 

S = ^/( flr ) Arj , 

其中 Az 代表量^從一個分點到相鄰的下一個分點的改變量。其次，如 
果我們注意到不用希臘字垵2來記求和的符猇/而改用 
拉丁字母〆，則我們就得到 

b 

^ s /\ f 〔 x ) dx 7 

a 

我們同意對這個表遝式的極 m 還用同樣的符諕乘記它，只是略微加以 
變形；符號就正是道樣從 y 變肜而來的， 而道 也就是它的歷史來 
源。就是經遇這樣一個過裎，我們才得到符號： 


我們把敦《與&稱爲亨 f 甲 （a 稱爲了 K， & 稱爲古.孕}， 萆間 
稱爲^>1^;函数稱爲聲平®今 ， mmfiWdx 稱爲被 


^ 

' 

A-CJa 




sth® su- 二 a 分 2oa 

轉料。 

* ini 两數 / O ) 在區間（心 w 上有嵇分，我們就說它在這個區間 
上不難看出，只有區間 (a，b) 上的 H 陶數才有可能是'町秸 
的。_ 南爲 事實上，如 m 函數 / o ) 在 （W) 上 kk 界的，則對於任何一 
個分法 T ， 至少有一個區 RJ ] (^_1, 函欺在它上面還是無界 

的。此方說，如架 / O ) 在&上可以収任意.大的値,則我們可以在這個 
區間上収一點使得/〔&)，因而^就使得和數 

n 

2 fi ^ rh.tVr — h ) 
r ^： 1 

可以 f [- 意地大。這樣一來，當 W >> o 時這愐和就不可能趨向 ir : 何極 
限。 


因此，函馼在已知區間上的有界性是它在道個區間上 的可横 性的 
— 個必要 條件。然而 iiS 個條件並不是充分的。在§ 48 襄 我們將要介紹 
» i '孭性的一個非 常方便 的必_要而且光分的條件 3 

我們#前的任務，是要找出一些計算猜分的方法，使得我們可以計 
算足够廣泛的一類函數的搭 分 。我例曾經在§ 44與45中指出過， |ft 
接作爲和數的陆限來計算错分實際 _ f :僅僅 在最簡單的怙形下才私 -一 
般說來，由於适個計 T ?: 法的祓雜性，很難用它來解決問題。闶此，我們 
應该找出另外一些實際 nj ■行的辦法來完成我們的任務。 


§ 47. 大和與小和 
在§牝中，我們把秸分定義作和馼 

n 

的極限，因此， S 樣形式的和數常常稱爲^^^1。 S 樣一個和數的値， 
旣依賴於區間 («,&> 的分法 t ， 义依賴於 k 上的點心的取法。 



iifK 數莩分.析簡叨数卩 ' 

爲了稷分平更進一步的鞮展，我們還有必要來對於給定的分法^引進 
其他肜式的和欺。 

假定 /(>) 是確定在區間0,0上的一捆 f $函歎，又假定 I 與 
仇 分別是函數 /(«) 在道個 m 問上的上確界舆界。假定^是區問 
o , fc ) 的一侗由分點 

« = s〆 A < a; s < … O,, = & 

確定的分法，小區間 (^-.1, 以及它的長度都記作同一個符號 

假定此與啊分別是函敕 / o ) rtA * d <*<^) 上的上確界與下確 
界。我們來作和數 

n n 

^( r ) = - <^)= 2 Ml Ai - 

A = 1 - jEj ^ 1 

顯然，取定了分法 r 之後，笾兩個和數就都唯一地確定了，而並不依 
賴 於其他 的任何因素。我們稱 S(T) 爲街於分法 2' 的大和，而爲 
對應於分法 T 的个$„現在我們东熟悉一下這兩稀和—咚性質。 

1 ' 因爲不会;^欉在區間上選取點办，我們郤有 
<肌 ，所以 


s ( r ) = 2 〜 < 2 2见 ， Ai = S ( T ), 

^=1 占二1 h-l 

? 對於問的一個給定的分法 T , 任何一恫賴分和都介於相 

. 

2 ' 假定足一惆任窓小的數。根據上確界的定義，我們可以 
在好一愼區間取一點办，使得八&)>此一6固而 

n n n 

2 /(&瓜 >2见 、- S、mb - a、, 

fc=l k = \. k = l 

另一方面，极撖 r 我們知道,對於任窓的猜分和，不等式 
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2 /⑻ Arisen 

都成立。這 m 個不等式表明， mp 1 巧今印 a 

mm ± m ^ 0 msi , mhT 

十+參。_ .*. 

• • s '. 現在假定 r 與 r ' 是區間 0 , ㈠ 的任意兩惘分法。假定〜， 
抓與叫對於分法 r 仍泻代表前而所指的那些: t , 而%輿 < 是 
對應於分法 P 的相應的镜。最後，我們用來記 K 間與 A ; 的公 
共部分之贤，並且令輿 m tl 分別代表函數 /( s ) 在 KRfl A ti 上的上 
確界與下確界（如果陡問 A * 與 A ; 沒有公共内點，我捫就有 Ai , =0;於 
是輿 m fts 可以取作任窓的餚，圯方説， bj 以取作 A / i( = m ti = 0 ) Q 
顯然，我們有： 

2 = -Alt , 2 At! =Aj , 

l h 

m h < mn < Mu < (^1, 2, …） r 

mu ^ Mu < M\ (/^1,2,-Of 

從而 

S ( r ) = 2 爪山 ~ 2 2 mwAfcj < 

it S b i h i 

22* 

^ i k i 

= 2 Ah ^ 2 M ' iA; :， s(r) , 
i h i 

這就說明，爷个吁平予苧過 w 外任何一個分注 f 
@大萍 I 

^ 特別能來，由 y 不難看出，所有的小和杻成的集含有上界'，假 
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定 A 是這個集合的上確界;同理，所有的大和紐成的集合有下界，假 
定 P 是這個集合的下確界。闶爲任何一個小和都不超遇任何一，大 
和，所以它也不餘起過大和的下確界;佴是因爲 P 不小於 rt 何的^和， 
所以1°也不可能小於小和的上確界 n 因此 ，我們總有換句話 

焱! A 性質，我們在 T 一節裏就可以 
找出函數可稽性的一系列的直 要判別 法來。 


§48. 函數的 可播性 


我們仍舊沿用前兩節的一切符詭。我們故先來譖明鹵敷在區間上 
的可 賴性 的一個必要充分條件。 

定理1 (可精性的準則）.阚數 /(<! 在區間 〔 a , 6) 上可趦 的必要 

• * * * • » • * «*»_»• 

充分條件是： 


iim |>:. r ) — 《( T )] = o (O 

l y T )^0 ' 

FWsii ： 關係式 ui 意淺也钛迠：對於 無論怎 樣小的 f > o , 都存在 
荇逞栏 i 一倘 s > o , 使得對於區問 K ?0的忏何分法 r , 只要滿足不等 
式 f ( T ) < S , 我們就斯 S ( T )~ s ( T ) < ( , 

函數 / O ) 在區間 At 上的 上確界與下確界之差 
=此一稍爲函數在區間 A *； 上的平崎。顯然，按與 s ( T ) 的定 
義，騮係式 （1) 也可以改寫成 * 


lim S a>i-^ = Q. 
l ( T)^e ^ 

1 、 

f 1- 兮琴， . 假定函数 / ( 4 在區間 （ 《, o 上可，橫;我們把它 
的榴^記什乂,對‘於 k ‘何一個分法2’，只要 l ( T ) 足够小，稷分和 2(2') 
與 1之笼的絕教値就小於 s ，佴因爲根據 % ii , 2 % AVi 1 ) 與 s ( r ) 分別 
是全部搜分和 2(^) 組成的集合的上確界輿下確界，所以它們輿 ./ 之 
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宠的絕對値也郤不超過 t 闲此， n 要久 t ) 足够小，就 ff 

* s::r 卜.-矸 n <2 F ; 

因爲*可以任意地小， ii 就證明 f 關係式 a)。 

2. mm ' M , 街於確定在區間（《， &) 上的阐數 /o)， 

關係; '根撖§ 47〆 ， 對於任意的分法 r 都有 
S { T )< I V <. P ^&\ T ), 

而 R® i ( T ) 足够小時，差 S { T )-< T ) 可以作意小，所以，夂=乃；把 
這洧個 等最的 &共値 fd 作 J， 於足對於任意一俩分法？'都有 
■ 8( T )< J ^ S ( T ), 

佴是极據 S 47,1%還有 

^ T )<, Y ( T )<^ S ( T ), 

其中 s ( t ) 是對應於分法 t 的彳 r, 盘一個積分和。巾以上 這兩個 不等式 
我捫觀 到： 

12(^) 

其中^赴區問 （《, 6) 的代遛一调分法，而 S (^) 是對應於分法 r 的仟 
意一悃積分和。佴赴常 i ( T ) 足够小時，根據 （1), 茏 S ( T )- s ( T ) 可以 
任意小；因而沿丨 s ( y )— /|也就可以 n •: 怠小，而這就是說， r 是困數 
/(*) 芘區間（《， M 上的 秸分: ii 樓，定理1就完全跄明 r .: 

定理 2. 中乎， fix) m^ma, l>) 

夺 — . * * 

與在 e 間& 上的振幅分別記作叫與 
< o 不難看出，如染 函鈥 /(*) 在 K 間, 化上的 確界现 t 與 m t 的符猇 
相同，則 


03^ — ct»A=： J/fe — mk, 

如果 iiG 與的符號相 K , 則 

< c I .Ifjt I + j Wf 1 1 = Mk — -m.it = 0 ? 1 . 

所以，不論是那一稀情形都有<叫。因此，從 
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^ ^ Q 

就立刻推出 

n 

0* 

fc — 1 

根據定理1，定理2就符明了。 

禾 i 用上面證明的可精性的準(:定理1 ) ，我惘很容易地就可以證 
明相當廣泛的一類两數的積分的存在。 

定理 3. («, 岣 

道個定理 A-i： 的實際 mil ，•它 kW， 負連續曲 
線圍成的曲邊梯形（參吞§ 44) 永遠冇確定的面積。 

函数 /(®) 旣然在區間 （《, &) 上連續，根據§ 23定理5,它 
就在 ^i{i 區間上一致逆箝。換句話說：對於仟意的 e>o, 都可以找到 
這樣一愐 S >0, 使得只要 *3-2=1 < S (« < »1 < ® 2 < J) , 就永遠有 
| / CA) - / 00丨< L 假定 r 是區間 (a, &) 的任意一個分法，滿足 
KT )< s n 函數/(4旣然是連績的，它在每一■個區間 A* 上必定取到最 
小趙 /(M) 舆最大饉 /(M) B23 定理 2); 顯然， 

/(釘）=沁，於是 

n n 

2=2 [八 

i=l k-i ' 

佴是 K 與釘是取自同一個區間4^的，而 A t 的長度又小於 S; 因此， 
/(^^-/CHXe ，於是我們得到： 

« n 

^ QJtii <1 € ^ At —f (6 — o), 

只荽 KT ' J <$ C 這就表明，準則 ® 的條件是適合的，丙而囷數 /O) 在 
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区問〔心6)上是可积的。 ^ 

定理 4. 区問(《八)上的 只杳有 限个問断点的有界兩数在这 

‘ * 在区問 O , £0上的間断点 C 按递僧的順序)足：〜 

〜，•“,《「，乂假定 e 足一十江盘的 E 数。把区冏 

(o^-e, «i + s) (l<e<r) ? 

節 iii 作心,幷且肢定6足这样小，以致这哔小区岡被此不 ffl 遇。在#一 
个区間 〔 a ^ + S ^- S ) 上，函数/|>)都兄連績的 。 C^rm 34其中这 


■ I l 111 m11 111 n < I fI n 11. 


a i-l 





a i*l 


Ly 34 

哗区問都用鉛商的短綫标出來 Ot 四而，跟前一个定理的証明一样， 
xj r 邱一个带短綫的区卩 y , 郤可以找到这样一个正数3,使得在属丁-这 
个区冏的任舛一 i 长度小于5的小区間上，函数 /(*) 的振幅邡小于~ 
翌然， 对 f 毎一个带短綫的区問都有这柞一个 S , - •般說来这些 S 不一 
定完全相问;但由于这些区間的个数足冇限的,所 a 在这些 s 中一定有 
一个 m 小，我們仍旧把它記作\因此，在任何一个长度小于 s 的区問 
上, H 要这个区問属于某一个带短綫的区网(不 ㉟ 是那一个〕，両数/00 
的振幅都小于〜 

视在股定 r 是区問 O ，. 6〕的任盘一个分法，滿足 l ( T )< S 0 把这个 
分法所分成的小区冏分成两类： 

'0 第一类是那种整个包合在某一彳、带短綫的区冏内的小区間， 

第二类則是那冲与某一个这問 A 有公共点的小区間， 

这样,我們就把和数 

2 <ohAi ° 2" + 2"' 
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數 ^ 分析 ® '：% fj 

分成了相應的兩部分 ， ipp T 是對應於所有的笊一類小區間所作的 
和，而 5 T 是掛應於所有的第二痕小區間所作的和，因涊 ；(？ 7 )< s , 所 
以對於0：十〖一侗第一類的小區叩〜都有 f /^ n , 

n 

2 £ ^ ^ — ( 2 ) 
b={ 

至於馆二類小區間，它們當中那 _ 些與區間山有公共點的，共同紐成 
一個區間，其長度小於 2 e + 25 (因爲所有的适些小區間都在匾冏 
(叫— e - S ， 叫 + e + S ) 上）；又因爲區間山的俏數是卜所以所有的第 
二類小區間的畏度之和不起過 2. r(_s + S ); 顯然，我們永遠可以奴 SO , 
於是這個和桄不超過般後，因爲阐數 / O ) 在 ff : 何小區間 At 上的 
振幅奶= Mm .都不超過 M — n ,. (卽/(幻在整個區間 Co , b ) 上的 
振幅），所以 

之 w k A k 2 ^ Afc <4 (M — m)n (3) 

根據 ( 2 ) 與 (3)， 我們 就有： 

n 

2 叫 Ajt < £ {d — a + — 

念二 1 

這裏 R 要分法 r 滿足唯一的條件由於 《> o 是仟意的，而括 
號襄邊的數又是常數，所以準則裏的條件 LL 經滿足/,因而函數 /㈤ 
在區間 （《, &) 上是可積的。 

定理 5 .區間 ( a ， 幻上的單調有界函數 /( S ) 在該區間上是可嵇 

% . 

M 個定理並不能從前一 ffl 定理推出來，闶爲 .-...* 傾區間上的眾調有 
界函數可以在孩區間上有無 窮多涸 間斷點 D 例如，囷數 

f 0 ( ^ = 0 } 

f (^)-\ I / J 1、 

[n (斜产、，卜 H .) 




® t : m / 


m 


就足 一闹例子， 我俩建議讀者内己付作出逞個阐數的猢肜。道惘闲數 

在區間 （0, 1) 上恐有界的，並且浩+減的，佴它有 M 窮多個'間斷點 
I I 1 

n r '’ u 

證明.假定 /( a ：) 是區問 W 上的一販不減函數。於是，很明 
顯，對於阔間（〜 & )的; r :: 茂分 iH 函.數 /0 s ) 在 K £ 間 At = (^- i , 
上的上確界與 T 確界都捣垃 

Mt ) , _=/(^一1), 

從而 

n n 

2 {/( I ) — A t , 

k - \ b ...-. 1 

只要 kt )<&, 則迓個*數虎的 △>. <s a 义因爲兩數 / o ) 

s 不減的，所以 / o )>/ d .： r ), 闲而 

U (抑 ） —S 
這就衷明 

n n 

2 Mi-Ai s y {/(>)-/' (: tt 一 r )} ==S {/(/>) ~/( a )}. 

f'j- 1 h- I 

闶爲 S 可以収得任意小，所以 

v n 

^ Mtij ； —> 0 F ) --> O^j } 
l£^\ 

瓒則褢的條件滿足了，纪就證明了定理5。 

祚 斿有益 的練習，我們速議 讀荇作 B . D . 捷米多維备的皙題集，第 
叫聿的聚題57, 61,71, 73, 





第十三章積分與原函數之間的關係 


§ 49. 稹分的一些最葫輩的性霣 


直到現在爲止，我們一 i [是把積分畢的南個基本槪念——原函數 
與獠分一-考慮作完全不相干的兩個槪念的。'本章的 hi 的就是要來姥 
立起它們相互之間的一個$本關係。爲此，我們應該酋先證明積分的 
若干最楠單的一般性質，本節中就来做®件事。 

定理1 ‘中乎夺亭® 0, ㈠ „ t /(*)= Cj 苧肀 e m 

6 b 

I = /( s ) ds = ^ cd * = c(fe — a ). 

要說明這個定理我們 H 需注总， 對於 ft 意-•酒分法並且不饺點 
。如何取法，我們都有： 

n n 

2/(5>) ( ^!： — St-I) - e ^ (2：t —~e(& —w), 
fs —1 ft 二 1 

從而得到 

n 

J 二 】 im ^ f(Sk)(^k-^k-i} = c(b~a), 

八 TWOM 

定理 2. 如果 射數 /(幻與 9 (^) 在區間幻上可積，又 /(S)< 

■ 4 ■ » • ««« • • ■ # 

< 6 ), i))\ 

1 * 

b b 

^ /(.a：) ^ 9{x)dz. (1) 

事實上，在定理所設的條件 F ，對於午何一悃分法 L 不资點&如 
何 取法’ 我捫都有： 


(312) 
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卜 I H 

由此讓 i(20-> 0取極限，就得出不等式(1)。 

從定理I與定理2立刻得出下列 

推输 .㈣㈣/ ⑻夺 - 轉 O, b) 

d 亨二 k./(.®)<i.’ / m . 

x b 

m ( 办 -c&X ^ M(b — a), 

a 

定理 3. 如果函數 A (4 與 A(^) 都 在厲間 ft) 上可钺，則囷 

_«■» 擎 • • • • « * » • • 

在該區問上也可褚，並_11， . 

* ••«««**« * * 

b h b 

j if i {<t)±f i (^)yi^- j/ a (.x)d®. (2) 

a a a 

要說明 ii 個定理我們只怎注贲，如裝我們令2^ ， S* 與 S 分別代 
表阖數 A，A 與 A ±乃的形如 

n 

fc=l 

的積分和，則對於任葸的分法八顯然不 管點心 如 PI 取法，我們都永 
連有： 

S = Si 士 S*. 

在遺個等式中，凜 KT)^o 取極限，就立剔證明了函鉸 士 /, 的可 
按性，网時也得到了等式 (2〕 u 

定理 4 . 却平亨辱/ ( 岣 6 )f-f ^ 

數，則函數間 （ a t b •上•也 4 精，•並 . 

•** * * « * ■ • «»_* 蜃 _ 

b b 

^ «/(«) dx^a ^f(x)dx ( 3 ) 
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(“常數 H F « J 以拿到積分符珑外而來％ 

要證明這個定秤 【- Vit 注意 t 對於區間 （S 6) 的任瀘一個分法，不 
皆點。如何取法，都有 

» n 

2 /、 fO (叫 -.. A-i ) 二" "V/CjT? ；) (ffffc— ^„ i ) j 

k~~i 、 k —. i 

像上而一樓，通過極限平禳我們鱿證明了函數>/0)的可稽性，同時 
也得到了等式(3)。 

' 定理； ；- 号1亨 《< e ’ cf /<6 (增％ 孕亨，平 m 辱印《6’）學 

c® f b ) (« ,* b ) .i » k#Kl 

(< 。•‘ ... 

k •定 •跑•數 V : d 在跖間 （ a , ft ) >.» TISo 根據 S 4 S 裏證明的 
準則，¥於每一個都可以找到迢搽 一個古 >(), 使得只要 zaKs ， 
就一定有 

b n 1 

2二2 叫〜 < e ， ⑷ 

a i'r—i 

运裏的和數是對於區間 ?> ) PJI 及它的分法 r 作成的。假定2” 是區 
問« 6，）的任; g —個分法，滿足 l { T ' j <& 把區問（《， a 1 ) 與 （&，J0 
也分成若干個小區間，使毎一恫小跖冏的 反度 都小於 S ，於是我們就從 
W) 的分法 f 得到了區間 ( a , b ) 的一個分法而 _ B_ 這個分法滿足 
KT )< K 因典，根據 ,4) 我們得薄 

b 

1 <- 


y b 

佴是 © 於分法 r' 所作成的和 2 是字 i 於分法 (T 所作成的和$的一部 
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分， 而 J 1 和$中的每一項都不是負的=因此， R 要 W ")<5, 就有 

I b 

1 < 2 <- 

cl' ti 

由可秸件的準則知道，道就是說 / a ) 在 es 間 ( y , w 上可賴。 

定理 6. $要亨激；/(幻在跖問 （ c ：， 0與 

ic,b'} ±- a p^ Mt'feEp («! *) f.JL* * * . 

t > c b 

^f[x)dx^ {x)dx^r ^ f{x)dx t ⑻ 

a (a a 

mm . 假定 2 ’ 是區間 （a &) 的任; e —個分法； 把點 c 作爲一卿 
新分； i 加到分法 t 的分點中去，我們就得到一個分法： /' 分別用 
E ( T ) 與2 (: T 〕 发示對於分法 T 與 2" 所作成的形如 

n 

* imd 

k^.) 

的和 D 顯然，從和得到和 W ) 的過辟，》是把 2(^') 的某一 
項掩成了 W ) 中新的南項，其他芬项完全不發；乂®爲當 
時，兩悃和的每一項都是無窮小量，所以 

佴是，對於區間所作成的和2 cn 顯然可以分解成對於區間 
( Ojf ) 與 ( C , b ) 的兩個相似的和。由於函數 /(>) 在區間0, 0與 
〔 c , &〕上的可植性，當 t ( r ) — 0 時， M 阐個和郁遂向於零 3 因而，當 
K r n -> 0 時就有 2 ( T '). yo c : 於尨根據 （6) ，當 l ( T ) 4 0 時，也有 
^( 5， )->0» 超就 丧明， 阄數 /(4在區間 （ a , M 上可 積。 

現在我們只賴下要 © 明等式（5)。由於函數/(岣在區間 （《 t 6) 上 
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數孪分析籣 明敎® 


的可:损 nai 跸忍 明了，要證明等式 （5) 也就「不再是什麼難事了。事實 
上，# f(T)-K) 時，不管我們怎樣選取區間 （a. ft ) 的汙法及 點心， 
我們都有： 

n h 

^ ；'- > ' 。：如：_ .「； (7) 

fe.; 1 a 

特別說來，我們可以运错選取分法 A 使捋點。永遠是一個分點。 fu 
是域槛一來和 s 就永遠 "r 以分解成兩倘對於辟間（《，^與0, M 所作 
戍的類似的和以與极盛定理的假設條件，當 m-> 0時 ; 玆南個 
和分別趨向於 

c h 

與 f .^x)dx = l l \ 

a i 

所以常 UOao 時 

S ^ S ' + S -" -^ r + 1 ", is , 

從 P:) 與 〔8) 就得到 

i = r + r ,, 

於 M -. 定洲 f ; 就完全證明了。 . 

榷論. a <>〆>:■ <...<〜 <b, 乂向玟 f (^) 在付一餌 

剛'.《， ci\ •,<-!, _'、、....， ") 上都 BJ 嵇，則两％忌整 b\ 

• * .•争 .《«♦«■■♦* 

H ㈣， 料， 

“ '•- b 

\ ^ / ； «)d ： s-4 - \ /(ar'rfa ； 十 ..■+ ^ f(a ： d-:. 

J a l：i :，._ \ 

注总，阑数/:均 im- mi § 部分區間上 "j 榄性的 假定，可以用它在 
整恫區問旧， ?.>) 上讨秸性的瑕定來代替，因鴆极逋定理5, n 要函徵 
六4许區間 6) 上讨積，則它在區間 （d， 6:的每一個部分區問上 
也可積，固而推論仍舊成立。 
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關於積分的定義,我們還要作一個埔充的說明，玷個說明我們馬上 
犹要用到。積分 

b 

「中 ) 此， (9) 

a 

(如果存在的話)根摅定義，只與 T 列兩個要素有闕： 

D 函數/斤)； 

2) 數 a 輿办； 

如果道兩個要紊都給定了，則粮分也就唯一地確定了。因此，特別說 
东，積分 （3) (运悃通常稱爲 “賴 分變盪”)。因 

此，改變顆分44 會影響到精分的饉;捭句話說,表達式 

b b b 

^/(1、如， 

« a j ： 

等等，都代表同一個稽分。运個簡贤骱明頭的事實，趿以下道類事實适 
完全一樣的:例如說，表達式 

^0 20 20 

\X S- 1 - S- 1 - 

Zi h' 心 i ，厶 ft 

*=1 ir.---l ㈣. 

等等，都代表同一個和 


适裏的和與我們 ，怎掇 選擇"和的指標”完全廉，同樣的，我們的 
揹分也與稷 分趋最 的透擇完全無闽。 

§ SO . fj (分與 原函轚 之間的閎係 

現在我們要东確立這榛一抨事貨，它被大家合理地認爲是钹積分 




1 VI 8 极枣分析簡明 教荇 

學的基礎，因爲無論在歷史上或在暹輯上，它都是數爭分析這兩個分支 
進一步發诞的主要根璩。 

假定函數 /O) 在區間 O, ?;) 上可箝，又假定 «< S <6 g 根據§ 49 
定埋5,函數 /(aO 在區間（心幻上也可積。因此，函數 /(a;) 在區間 
(a, O 上的積分 


J /(«)£；£ 


存在。不遇，我們立刻潛出來，以上這個秸分的写法是很不方便的，因 
爲字降 H ； 在每個表速式 屮有兩 稱完全不同的: S 义：一方面 " Sft 友積分 
■逾，另一方面它乂代表積分的上限 n 因此，利用§49末尾的補充説 
明，遇到這种:情形，敁好是把粮分變费愤成另外一個宇垵，比方說,我們 
龅可以把函數 /(®) 在區間 O , 杓上的積分寫成 


‘ ^ f{u)du, 

a 

如果我們現在把積分的 T 限 a 筧作是同定的，讅上限 z 在區 M 
O , J 0 上任意變化，於是上述積分顯然就成爲 z —個函數，我們把迈 
個函數記作 F(x) 0 我侗現在來苻叨以下這個基本命題。 

定理 1. 如果函數 / O ) 在 K 間 （《 彳）. [:可 植,胧丑在該區間的某 

• * * * • * * * * * ■*»••««* 

'-㈣ Mi^M 


F(<s)= ^ f(u')du 

夺竽字，辱早 

/ ㉖ 命 .’ 假淦 ’a < « < 6 又如 > 0充分小，使得 a + ic < 6 0 於是 

栈％纟^9定埋0, 
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x X J--i lx 

F\x-\-iS.?z) —h\x')^ ^ f{v.、dv, - ^ f{u)du^= ^ f (u)duO , 

n a x 

⑴ 

闶爲 ffi 據定理的股設，阃數 / o ) 在盟^迚給，所以對 于无 論怎樣 
小的 £><), R 要 As 充分小，而 H : k :.» 卜 As 時,我們永逾有： 

' </>«,)</( a )+ f , 

闪而，根储 S 招定理 2. 


J-i -i- ：： .k .>• 1 Aj ： 

Y 1 :/ ⑷一 eX 、 .f (v-')du < 5 ^ [/ ⑷十 f] rf“. 

X X X 


丙]&，關係式⑴給出: 



[/ ⑹ 


—t \(::v. 


/ ■ > (^4 二.厂⑷ 

Ax 


< A J , : ^ [/(sO + f ] 奴 


在上式的跗個稂分中，被校闲數郤與 m 分變 ift « 無猢，所以它們都是常 
垃。 利用 S 49定理】，我們就拇到： 


.f ::〆) - 


’―。土卷 」 '.: ㈤ </( s ) + 4 ; 


闶爲赏 Az 充分小卟“ 叮 Wfn 意小 ，所 以适個不沒式就證明/, 


Urn 〜十叫：以) 

Ar.^-hO △工 


」/(:)■ 


最後，我們同榇可以考捉妇 <o mm (讀者不難「!己來論耑一下乂 
不難證明 ,^ a < x ^ h 並 il 時，适個陬係式 m 芮成立 ，因而 

O 俗丫荣 tL 乜 工=“ 的怙衿，及 捫必 诏給予表迮式 = ^ />) 士以確 定的鹿 義。 

由於不濂泣明，當 I—a + 0 碎， n^O, 所以®自忾地找捫^在以後我 
m 永 at 保定已梪迓嫌敢 * 
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函數在點 z 上可微，业且 
這就證明了定理1。 

FftK- 顯然，我們得到的結果比定理I的論斷還要多一些 o 除去 
對於 (A 6) 的内點 a 有係式=/(幻外，我們還證明了 
(分 F(a)=0〕 

lim rim + 

Ajt -4+0 hx ' 0 A * ' 

(常然，這裏要假定，函數/(幻布點 a 與&都連續乂以後，我們把函數 
I'O) 叫做函數/⑷ ff.^|E3 4 («, b ) 的一個原函敕，如果關係式 
F \ x ) ^ f (^) 在區間 （ g , I)的拇一個 A 點上郤成立，並且在端點上適 
分上面的極限關係的話。很明顯 ，J〃 ㈤的 S 欉一個稱呼是很4^當的。 
這一點我們以後還要討論。 

因爲一 -個在區間 O , ;0_ h 迚擗的函數 /( 4 , 永遠在該 ® 間上可積， 
所以從定埋1立刻可以推出 D 

定理 2 . 加果 W 数/( X )在區間 ( a , ft ) 上 連鎬，則阁數 

* * • • •_» * • • »_* 

X 

F ( x ) — ^ / ( irs)du 

穿孕亭學 / O ) f . SKra _ hKl T fSMiS . ii ；, 

充分地佔訐适愐命'題的_全^_意^，我們必須注意，由逞悃定理 
所肯定的連續阐數的.原函數 一定存 在运伴事 H ， 對我們來說還完全是 
新的。在第十一章裏我們只學會 r * 數诗/多的一费初等阖數的原 ® 
數;在道 涸狹小 的範圍之外, M 函數恐5 杯在 就始 終是一 僴沒有解決的 
間題 ，： 

如果我們得求一掴 B 知由: /〔 S ) 在 fESM 間 （《, s ) 上的積分， 
則根據定埋2我們同時也就會•求函數 /(>) 的一 ■摑原 函數;极據第十一 
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章的結果我們知道，在这种愦形下，面数/00的整个原函数族也就可 
以求出来了。因此，如果我們会求巳知函数的积分，則我們也就可以立 
刻求出它的一切的原函数。但是，比这-点更竜耍得多的，是以上得 
到的結果使我們能够解决 y ■下这个正好相反的問題： 

fc^mm 6 ) 

上 ， \ii So ) 是述 kkk / o ) Vfk ^_ o _, 二冬 i ‘数。因 

为，根据定理 2, 

， a? 

FQx')^ y/ 〔 w ) 如 
a 

也是它的一个原囷数，于是根据第十一章的結果，差 ( K *)— 巧 >) 一定 
是某一个常数 G 因此 • 

、 ’ 0Q^ = FQx') + C, ' (2) 

在这个等式中令 〜 由于 fO )= o ， 我們得到<?=«因此，在 
〔 2 〕中令:^ = 6,我們就得到： ' 

b 

F (6)= = 

a 

‘定理 3. 如果由0)是違續函数 /(«0 在区間 （《，6) 上的一个原函 

• ■ • * 4 # * » ■暑 •••••• 

b - k 

^ /»疋『企（办 ）— , (3) 

a 

因此，只要我們知道了連績函数 / O ) 在区間 O , 6〕上的一个原函 ■ 
数，我椚就可以立刻写出它在該区間上的积分。因此，在实际問題中应 
用范團 极广的积分的計算間題就完全轉化成求犀函数的問題了。正是 
由于这一点，求原面数的問題在&学分析以及它的应用中才•具有了非 
常*要的意义。这个問題在第十一章里巳捶討論得很多了，在第十六 
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與十七雨京襄我們還要更深人地來討論。 

在歷史上，人們了解到利用股函數來計算嵇分的可能性的當時，足 
賴分學發展上的一個轉折點。在.此以前，嵇分的 理論逯 是停留在計算 
毎一個嵇分都必须尋求特殊的方法的情 IF ;佴怂，從此以後，人們就 
破天荒第一次可以用統一的方法來求很廣 
泛的一類函數的賴分了。因此，我們可以 
翟不諮大地説, K 是經 過逗個 轉忻點以後， 

穑分學才成爲一門獨立的科學。 

我們現在 A 舉出一個非常簡單的例 
子，來說明公式（ 3 〕的效能 n 假定圍成曲 
邊梯形 （ H 阳）的上邊的曲線是抛物線 u 3 S - 

> 0是一個常数)。我們前面 B 經說過，古 代的 希臘人（阿某 
米德）就 E 綷铐計览 S 種抛物線梯形的两嵇；佴是他們的方法 是逮立 
在莳接旰©:和的滿限的 f 礎上 的，时而計览起來非常祓雜。我們現在 
可以利用&式赶接寫出現成的答案。要求 的面嵇 是 

b 

S ^ ccc- dm', 

a 

函數 cd 有一個原函數一，我們町以把它取來作爲公式 (3) 裏的函敷 
0⑺)； 脰此 

iS = ) — ¥>(«) = — a 3 ) , 

就這樣，立刻完全解決了我們所捉出來的問題。 

更多的練習讨以婪召 B. II. 捷米多維奇的習題集，第四章，习題 
1 — 4 0 

§ si . a 分的其 他性霣 * 

在§釣中我們已經證明/賴分的一系列最簡單的性質 u 現在我們 
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任移是要把适個系列延續下去。往 § 49 中我們汶先建立稷分的那些性 
質，卩的是根據它們我們可以很快地得出5 SO 中的聯系賴分與原阆敕 
的公式（3)。現在，正好相5^這個公式乂使我們很容易地導出積分的 
一系列新的性51。 

1.庇到現在爲止,在偾分 _ 

h 

、'/⑷必 ⑴ 

a 

中，我們總是假定 a < & ;佴是常 a > 6時§ 50中的公式( 3 )的右端也 
有完全確定的适袭。因此，岱畤我們可以很 fi 然地利用 S50 的 
公式 (3) 來確定裘達式⑴的.定義，而运 樓一 .來，去逹式 0) 跑於 意的 
a 與 b 就郡有忘茬了。特別說來，對於仆扈的 a (與彳 f: 盘的 i® 續函数 
/ ) S r,0 的公式( 3 )梛給出 

a 

a 

並 £ L ， 常 a > f » 時， 


(其中 6< a )„ 閲係式 (2) 可以道欉 來說： 常調換積分的上下限時，租 

• *«»*»«»** * 

' 些討論中，我們都假定了函數 /( s ) / hMJB ] («, ~上的逆 
續性;佴是，很 PI 然地，常時，我們也可以吏進一步把關係式 （2) 

b 

铳算作是 m 間 _ t : 的 ir : M —個可精函數 / o ) 的積分 jV ( s ) 必的 
定義。在以後的討論中，我們總足採用這個定義。 ° 
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我們還要注意 ， 當6 = &時 ， S 50的公式〔3)給出： 

I a 

^ f( n:'：dx = (>. 

道個等式是在§ 50中 Ifi 我們分它成立的；現在我們砻到，這完圣與 
§ 30的恐式 (3) —致。 

§ 60的公式 （3) 的荇端是阐數少 (>) 在 ® = 6 與 x -^ a 的函欺傲之 
差 屯 ( M )- 由、 a \ 我們常常把逛個差記 作： d '{ x ) I ", 敢且稱它爲函数 
步0>：)從 a 到6的“代換”。 ' a 

因爲在 s 50的公式 (:: t ) 中，原函數 <^( x ) 可以寫成 j f (：^, m 
jy 适個公式可以改寫成下舛含義全间的形式： 

b 

^/ 剛 3。(、/(>)(^)|:. ⑶ 

a 

$1. 

1 

「 u 

j C2^ 3 )| 2 二 H6=^ —14. 

2 

2. 原函敷 的分部嵇分法則是： 

、 uv'dx — vv~ ^ vu'dXf 

在等式兩邊做從 a 到&的代換，极據公式 C 3) 我們就 得到： 

h 6 

^ uv*dx =(⑽）「一 Y v-u ( dx m ( 4 ) 

a a 

适就是賜於 

，2. 磕臺涟楠淦斿錶燊券 

e 

^ In a; dx r 
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佴逛我們記不得函數 In z 的原鹵数。只要令 


u — 1, i>^X y 


利用公式 ：(4) 我們就 得到： 


^ 3 n s rfa :^： ffl In ® — ^ ds = e]ne — llnl — fe — 1)=1. 

l 1 

更多的例子可以參卷 B . II . 捷米多維奇的習題集，第四章，習題 

1/5— 17 ;: 

3- 換元櫝分法則是§ 43的公式 (7) :對於 w = <?( s ), 


^/ 0() du-，- y./L'KaOJWO) 而 . (S) 

道個公式的犮端是 阑數 /( lO 的原函數 士'⑻, 其中 M 要用來代 
替，卽 H 此，在公式⑸的甫端做從《到/>的代換，我們铣 
得到： 


a 

^ 9{ b ) 

『 I: LT ) 

因此，如 果函數 屮 (s) 在區間 （《 M) 上有連續的捣數 , M 函數 /(«) 
在區間以 1>) ，刊 ㈠] 上連續，則 

£» ?( i >) 

0(*0] 炉 '⑻ d3= X /(«) du, 

。 O f(a) r 


這就是嵇分的換元公式。 
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例 3. 令我們有： 

{ tgadkJ ^」^- 辞二一义如二 

) J 中⑷ J ^ 

0 coy 0 


: (—In u ) 


■- 2 


- in 2. 


4. 假定见陴…分别娃付楮两數 / O ) 在區間 O , &) 上 

的上確 Airhi 界。根據 s 忉中定埋2的推論，我們有： 

b 

m(J —a) i / (ts) do: M {b — a). 


從而， 




(O 


适個不等 式對於 K 問 O , 幻 上的 任货的可嵇阐數 /(*) 都成立 e 
如果函數 / O ) 在 gfiHd w _ h ^ 踣，則很據§ 23的定理3,它在談區 
閊上必然取到它的设小做 W ffl 故大値氾之間的任 M 値。佴是不等式 
⑻表明，數 


b — a . 


f (^j dx 


就是 ™ 與 If 之間的一俩僮，因而，在 a%b 之問可以找到一點 c, 使# 


或卽 


= j"-’ ㈤ 私 


f ( 岣 f (c) (b.^-a). 


⑺ 


适個公式在實質上並沒有什麽新的内容；.因爲如果用 F ( x ) 表示函數 

0 
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/⑷的艾一個原函數，則公式⑺叮以兗成 

⑷ =，( c )(6- a ); 

而满足道樣一個關係的 Sc ( aOK ；)) 的存在 ，是在焯問1>， fc ) 上把 
忟格朗 II 定理 U 應用到®數，(>)的一個簡眾結來。不過我們前 
面 ® 樣來導出公式( 7 )還是有 t •的尨葙的，因爲 fr :) 瓜尨我們沒有利用積 
分與原函數的關係 u 

巾公式：( 7 )所表達的“中値定埋”還可以加 Pj ! 推廣。 假定函 數炉 ㈤ 
在區間 （《, &) 上迚鯓並 tt 保持间一符號； 爲了確 定起见，我 ffifiS 定它 
是非 ft 的;於是對於《<=：<；> 

VI { P ix ) 9 (^) < 319⑷， 

闲而，根據5 49的定现4與定理2 

* b b 

W 」<P (k) dx ^ ^ ./(Kj 9{^)dx^CM ^ <p{x)dx, (8) 


或卽 


f ( jn ) q >{ x)dx 


w <- a - 




^ P{^)dx 


跟 I ： 而一樣，我們可以斷定，《與6之間一定有道樣一點 C , 使得 

b 

{ f (Aipix) dx ' 


9 (^)dz 


或卽 


/(0 
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數學分枋簡明敎程 
b b 

^f(cs)<P(^)d^ = f( ： c) ^ fp(js)dcs. (! 1 ) 

x a 

定理 ( 中值.定瑰 }. 却乎與？ > o 〕 mm , 
並 J 4. 中⑻ 永遠保持间-.‘符4,則在《遍 Z : i 間一定 W 以找 到’一 ’點 

拳 ’ **»*»••*• • * • *»•«***•«• 

〜呼， 呼呼孝 (9) $亨。 

忐4，在很多實際*應用中，與其說常用到迈個定埋，倒不如說常角 
到用來遵出這個定理的不等式 (S ) 。 

FH'itE. 在 ® 式〔9)的證明中，我們曾經把 

h 

j ^(ir) dx 

a 

當作除數®用了除法，因 iM 我們假定了它不等於零:。其實，卽使函數 
PO) 在區問|>， 6) 々:等於零，踹係式 （s) 也撖然還是對的 （ c 可以 
任意取) c, 如规至少 M 於一黠 «(«<«<&V(«)>o : 則根據兩.數屮㈡） 
的連續性 ,9⑻ 必然在點“的龙一個鄰域 （《— 匕 《■ + 0的一切點都 
大於零 （ § 23 的引理 ） 。如貶#>0是阖数 yo) 在區問 (>—s , a + f ) 上 
的 iU、 値，則（极據§ 49 的定理2 ) 

b CE+E 

a a_s 

5 . 在實際應用中， § 沾定 M 2 的以下 is 個簡單推論常常很有用。 
很明顯，我們永遠 ff: 

- 丨 /!>):</OK 1/0)1 ， 

因典，根據§ 49 定理 2 ，只要函數 /(a：) 在區間卬，㈠上可糙，我《就 
有0， 

o 1/(41 的可枝性 巳锫在 ms (定理 2) 中證明 r。 
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m - i 嵇 ^ i--v 话 分妈原保 取之 耵趵龆位 

b b h 

/ (rc)^< J !/''®)| dx, 

a a t* 

或卽 

b b 

I ^/ (K) dx \ < ^ \f(3 ； )\dx. 

‘裱— ^ A 杳4廄4^下述不等式:“和的絕 
衡餡 不超過毎一項的絕對髗之和”。 
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§ 52. 平面曲線的弧長 

和計算半面圖形面锁的問題一欉，求曲線弧的長度的問題&是用 

學的方法來解決的最 ® 要的幾何問題之一。谣個問題的實際意龚 
是道樣明願，不®要我 ff ! 再做解釋。在道襄，也跟訐1? 面權的 f 著形一様， 
初等幾 M 僅僅澍於一些特殊的曲線，像 iS 線段以及 MI 弧,解決了我們所 
提出的間題。至於一般情形, M 有在應用數學分析的方法以後，才能得 
到解決。當然，在邏輯上來說，我們在這 Si . 父面臨到往常的處埴:我們耑 
要同時定義曲線弧長的一般槪念，並 tl 提供出弧择的 贤際的 訐算方法。 

我們用下述方法來解決适焖問題 3 逛個方法比我們仿照初等幾何 
屮計算圓面嵇的力法來計 W 曲邊梯 ff 5 的而積3$更進了一歩，簡直就是 

在初苫幾何虞用來扑笕 M 周遐輿 iiil 
弧 JI 的那個瓣法。假定給定的曲線 
就 是函数 1/ =/0) 的蹰肜 (:阔 36) „ 
我們希望农出近個曲線上介於點 
J / l — n ，/ P )] 與 取 f ( d ) j 之間的 
弧 3/, v 的掉度。 趿道 械類型的其他 
間題一樣，我們還是從區間 O , ；0 
的任意一個分法2’ 荇手，用分點 
a = % <C A … fc r[ = & 把 （ a t It ) 
分成若 p 小區間。在伸一個分點 ，我 
們钱起举 jft ; 於0叉軸的 ® 線。把這拽 S 線延長到與曲線 y =/(«0相交 
爲 lh ，於曲線弧 my 就豉分 成了 W 個部分, .， 我們把弧 MN — t 每谢 
個相隣的分點都用直線段連接起來。這些直線段(稱爲弦)的全體親成 
(S30) 
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了一腩内接於弧 my 的折線 a 當然，這個忻線的茛度是很鞀易訐算的。 

如果我們使分法7’越來越細,那麽，所造成的折線顯然也就越來越 
逼近弧 M ,\\ 丙而，很然地，跟圆周的情形完普一榼，我們把弧 顧 
的長度定義爲亨， V 等爭當然， jg - 就必須 
要求逞個挪艮;:*，’ 4 iik 4 撕無關 。 這個定 
兼就 解決了 我們的間題的琯一部分。 

我們所作的遺輔:折線的 畏度， 顯然由我們所選禆的分法 r 完全確 
定，因而很自然地可 W 把它記作 L ( T ) ; :如洪我捫把所要求的弧 廳的 
長度記做总則根據定義就有： 

/,= : iin L-T) 

适宽， i(r) 還是 R 表分法『的故大的小區間的畏度。要想在 if 個定義 
的1礎_1:給出尤的 Sf ■笕公式，我 fflft •先應常求出折線尨的分析 
表達式，這倒沒有任叫闲難 ： W 爲弧上兩個相隣的分點的泶檫是 
C^-i. /〔典- 1)3 與[>， /Oi)X 所以折線_匕連接它們的那一段弦的提 
度是 

因时， 

n 

L cn= 2 r 〔抑 —.u.+ [/( 以 ) 二 / (u y • 

*=i 

現在假定闲數&區問 O , 幻上有連續的導數 f '( x ), 於是， 
极據拉格朗 H 定砰，我 ffl 就有 ■ 

八叫）一 A 呀 -.1) =/'( 心） (a ： *-2 ： f-i) (1< 

其中 

( Xk « 

因此，如果令跑 - a < /:<«)， 就有 

b — 1 
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因爲,按假設，函数 /' ⑻是連績的，所以函驳 
也是連窺的，並且有 

n 

£(「/，)= 2 史⑻ △*. 

表二1 

徂是，如我們所知，當時,這棟和數總是以積分 

h b h 

\ < O) dx ^ v'V-^ f Hx) dx - ^ I I + -炉 dx 

爲它的極限，並且極限的存在與所用的分法以及點&在區間上的 
位股都無關。因此，我們就得到了： 

b h 

、 V\ + y t2 dcs ^ ]/iT7 Ja "(^) ⑴ 

a a 

它把計笕弧 MJV 的反度 i 歸拈爲計鋅某一悃賴分，而适個嵇分的戡积 
函數又是我們已經知道的 D M 就龙全解决了我們所提出的問題。 

，！.懸纖 

y = eh a : = — 

具有阏 37 所示的形狀。要求這個曲線上介於 a:-=0 與 a： = a 之間的孤 
ML , 我們知道 


所只 

4 __ 

I 1 4- y' ，J - -■- 厂 1 + 9^2 ： = eh x. 

( M 爲，用簡眾的計算就 nj 以澄明，對任一個 a : 郤有 ch ^- sh ^^ j )^ 

此广 j 般公式 （ 1 ) 給出 
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L= i/l~+ y a dx — eii a: ris = ah ® ^ =sh a ■ 


e '— e ^ 


适解決了我們的問題。 

到現在爲止，我們都假定了曲線是用 y =/(*) 形式的方程給出的 u 
從幾何上來說，這表示每一條平行於 ok 軸的®線典曲線上我們所考 
處的部分 JWJV 至多交於一點。這個要求常常限制了我們。事實上，在 
有驻時候，不論我們怎揉選擇矩標系也不可能實現這個要求一一-例如， 
求一條封 m 曲線的畏度時榦是适樣。在适橄情形，使用曲線的參變方 
程常常更方使一些;所謂曲線的邊痠力程是 ft 有 


®= p (0, 2/ =^'(0 (2) 

形式的兩愐方程,其中當叁變益 * M 過區問 《<*<# 時，點 o , W 就 
描出曲線上我們所要的那一部分„用春變方裎表的曲線可以有任意 
的形狀;例如，如果 

x^=r cos t , y ^=r ain 
0< f <2 O 0), 

則點 O , 20 就描出整搁的以 1’ 爲卞® 

的 [ fil 周 

^+^ 2 =^ ! - m -ji 



現在我們來求巾卷變方梓（ 2 )確定的曲線弧的 M 皮[的表達式。 
爲此.，我們用分 K #使參縫诸的痠化 KffflCft , /?) 得 

到一個分法匕在折線上對應於道個分法的小诞 B !] A ^ h - h .^ 的那 
一段?$的良_然是 


v ： 9>(i t ) - 9 ( kS t )y +I4<h) 

假定函數甲⑴與扣 ） 在區問 O , 彡）上都 it 有述綰的導數，則根據拉 
格朗 H 定瑰,我們有 
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數吊分析簡明敎裎 
穿(匕）一沪一 1) = #( r fc ) A *，(4- i <! r ^< C ^) ^ 

^(4) — ^(4- i ) — ^^( r ； ) Aj , (4- i < ri < ft ), 

因此，對應於分法的折線長是 

n 

■ L(T); 2 ^(^r+^irD At. 

而 =1 

如果在函數記號0與 P 之 T 的是同一個値（例如，同是 
n)> 則我們知道，當 K2') 4 0時1»，右端的和數就趨向於積分 
(3 

' t = j V 9 HW + <^' 2 ( Jjdt , (3) 

a 

佴是在 ® 際上，4却不一定能等於 r t ， 而這就給我們的極限手續多少 
® 來了一些困難，這個困難我們應該加以 克服。 爲皰便起見，我 們令： 

V 9' r CrJ + m 二〜 V ^'^ T ^ J ^ CFi ) = 户“ 

於是 

n n n 

j o 2 p .d 2 "a+ 2 — 

k = l k 1 

上面我們已綷說過，常 K ' T )^ i ) VS > 右端的.第一個和數以^ (3) 
爲極限。因此，要想箝明适 ffi 嵇分同時也就及 AfT'i 的極限，我們只要 
能證明，常 f(T) —1» 時右端的第二個和敦趨向於赛就行了。下面我們 
就來證明道一點。 

如果 #(\) = 0,則 P ^\ f ( r t )\, P ；= l ^( rO,U 就有： 

如果則有 p t >0, P ；>0, 並且 
W 2 — P 卜 WiXVtXA !•;) — <(»] [ V >’( r :) + #(〜)], 

o 興通常一嫌， i (： r ) 表示 a ■法 r 的最大的小區間之岛 0 




第 Hffi 第十 R 牮秸分在幾何畢興力學上的厢用 236 

因而 

/ 

\p r ,-P k \^\ ~l~~ ir - \ M 作 i)- 作 』<1 作◦-作 JI ， 

因爲，願然有 

|^( r ； ) + ^(0 I <lt 

I .. —. W + 朽 ....I . 

因此，在任何情形 T ，我們都有： 

ip ;—& KlV ' , O i OH)l ^ 

從而 .. 

n n 

12(";- 心)〜 <2 ⑷ ookoiv ⑷ 

h—i 

但是，按照我們的蹀定，由软#⑴在區間 （《 ，⑴ 上迚續，因而它 
在 ® 個區間上也一致連繪。因此，不論 s > o 怎欉小,我們總有 

\^( r r ,)~ r ( r t )\< e (1<^0, (5) 

只要 W ) 充努;地小 就忻。 佴跫，适揉一來， （4) 與(5>就 得到： 

#i n 

I 2 OiE - t\)\- j e 2' = 〆 卢 

h = l k= 1 

這就證明了，當 i (2')- M ) 時， 

n 

k -1 

因炖， 

a _ 

L(T) -> h - ^ \ y ¥Hi) -Y^(y)di. 

a 

适揉一來，在參璲丧示的情形，與參變景的區間 «< K > s 相對應的 
曲線弧長就可以用積分⑻东計算。自然，如果持別 t ^ x , 這個積分就 
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化为我們巳知的形式(1)。 

例求旋輪綫(:图狀） 

£G^a(^l — mn f) f y — o>(^\— cos t ) 
在 0<*<2 tt ■那—段約弧於。 

我們有（用- 撇米 衣示对 （ 进行微分 ：)： 

㈡ cj( 1 ——cos i 〕， y f =^a sin t 


于邊 


十 = i = ia 3 sin 2 ， 


0 此， 




-dt = 2a \ 2 sin u du ^4 ^ — cos u ); = Sa t 

2 J [ 

0 0 


沢他的练习 "ra# 右 I;，n. 栊米多維奇的习 :s 史，第四蓓，习题 

‘」 0 S ). '220—, 

如果我們 m 区問 (《, 0米間 o , 戶),这 m <从《 变到氏 于足 
对应于区問 (《， f ) 的曲綫弧 _ K 就是 m 的一个函数 

t 

Zr = ij(f)= ^ + |/> ,2 〔认) rJit 

a 

(: 与通常一样，？別門这里不再而用另外的字丹，例如 〃来 記积分 
变置乂由此得出： 

" W =: “VW + ^ 3 ( o-//(lf 

dL ^ \^+ d ^. O 〕 

在 ia + yO ) 的情形，相应地有： 



访十:篇 祗十四牮 ffijj ■在玫 m 识 k . 力争上 的庶用 m 

x 

L = L { x )^ J x . 

0 

/ 八一 〆 i + /i ( s ) 匕 1 1 + '^=}/ 1 + ( 裳 )' 

出於公式 (e) 與參變 M t 的 il 擇 M 關， iii 铣説明了弧 M 的氓分等於 
一個麻 fl 三角形的弦，這個三角形 
以 曲線上點坐桔 的微分作爲它的兩 
個 if£ 角邊。在 t = r 的情形， 從點 


H SB IS] 3U 

M ( W ) 引利 K iVO + A S; y.i 軔 H 蜊: W) 的曲線弧的 ® 分，吋以表 
作曲線 /f: 點#的切線被桢坐槪分別均 《 鄉 ir . + Ax 的南條毕行^ OK 軸 
的 (ft： 線战下 的線段 MT '、 

如果一個曲線段可以发作方程 (2) 並 fU 4 有一倘確定的長度，也就 

是說，在我們奥次提到的蓝義之下，搔限 

Jj= Hm L( 、 T) 
l ( T )^0 

存作，則 K 們就說這個曲線段枭 y 亨手巧。根據前而的钴果，顯然我們 
巳槪 辟明 _ f ，每一條可以用方样( 2 )來表達的曲線， p 、 要铒 #(() 都 
嗬迚鯓的沿數，就足吋度 M . 的 ..' 旣然适橾的曲線边可度丧的，則它在阽 
問 (《， A :的任一個部分區間 (《 , G 上的部分也铣是可度茛的，妝 a 它的 
玆度 Hi ) iL I 的一個連給的遞增函數；因此，毎一個 L ( J ) 的僦 反過來 
都射應 f 變董 t 的一個確定的錡，而根據方程 （2), 道就對應了曲線上: 





238 數學分析*簡/明敎程 

的一個確定的道欉一來(因而*與^0就都是 si ⑴的連績函 
數。對於這植曲線，我們可以芘它_1：面選定一點爲起點，把曲線上從道 
個點到任意一點 的弧良 1取來作參變量（璲個鸯變景確定了點在曲線 
上的位殺)。對於; I 的毎一個値 曲鎳上 都對應地有一個確定的點，而 .a 
曲線上的點的坐標^與 y 都是 a 的速潑函數： 

==/i ⑴， yaxy ， (7) 

這顯然也是曲線的一個逢癦方荇，不過是一般形或 ( 2〕的一個特殊犄形 
而已。由於參蛰 .it A 的簡明的幾何窓義,在許多問題遲，公式 （7) 都顯 
得特別方便。例如，點坐標獨於參璲量\的兩個溥数 


/; a )= 


d r z 

dV 




這時就具有下述的簡明的幾 H 意義：根據阀係式 （6) (這.襄應該令 
i-A) 我 們有： 

dx dx 1 dy dy y r 

d\: V\Tv i：t ， df \ 7 d^+ dy^ 

其中 y '= 如姑 a 是肋線在給定點的 切線興 0A: 軸的正方向間的夾 
角，則 y = ig« ，道就說明 


dx 

dX " 




這些關係也可以直接從阛39着出來。 

我們以上规定的曲線段的可度長性的定龚，以及計算這■個長度的 
公式 （3) ， 都顯然與原來的方稃 t3) 中參餒诸 f 的選擇有齡 L 可以對這 
些槪念給出純粹的幾何的定義，道個.定義與曲線的不論彳 f-® 樣的分析 
表％、‘都無剿。.另一方面，常； K 些允決條件成立時，不管曲線 （2) 的可度 
畏性也好,它的長度也好，部可以證明與邊變熗 i 的選擇沒有關係。不 
過，在我們的課程內不可滟對這控說得很詳細了。 

上面我們 EM 看到，毎一個在 (《, /3)上由方程 (2) 表 達的# 線都是 
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可度長的。只要阄數 P ⑴與 P ⑴在 （A 灼上有連鑛的導數。在應 
用上，我們常 常會遇 到這插情形，給定的速瘛曲線本身沒有這純表達 
式，而只是在把區間 （《 ，户）分成 W 限個部分區間後，在好一個小區 
問上才有逛極&達式(例如像多角形) D 今後，我們同意說這種曲線在 
(«, /?) 上是光滑的 o D : 

不難 ® 明，要證明運一點，爲 
節讲起見,我們不定“只¥—¥“^4 ;: ‘，（顯然 广-般 情形並 
不搜加■新的闲難），並丘 {S 定這個〃奇贺’’點所對應的參變量 （ 的値是 r。 
於是給定的曲線在區間〔《, r) 與 （ r ， 《上郡是可度甚的；假定曲線 
在 M 兩部分的茲度分別是 A 與假定了是 （《, «的任意一個分 
法，又 r' 是在分法 r 的分點內添上 T 作爲一個新分點所得到的那個分 
法。於是，對應於分法 r 的 折線/ 铣總忠 fr 對應於部分阽間 O, r) 
與 （r, 々）的分法的折線< 與不紐成的；因爲在适 释部分 區間上，曲 
線是吋度畏的，所以，當分法無限變細時，折線 < 與4的長度分別趨 
向於厶與厶，而运就是説，折線/的畏度趨向於為十厶，佴是，對 
應於分法 f 的折線/的長度，不间於折線/的長度的地方僅僅在於 
/有南涸任意小的線段衩掩成了 j 的一個線段，而逼個線段的長度又 
不超過那兩個線段的 M 度之和，換句菇說，它也是可以任意小的 u 因 
此，常分法充分變細時，折線 z 的 il 度與沂線/的 li 度之差可以 1B 意 
地小，因而它也同樣地可以仟意接近於心+4。佴是，迢就是說，給定 
的 曲線在 (a, fi') 上是可度： ri 的，並且，它的畏度就等於 1 , + L^ 

跟沿葙一個 I 在線段一搽 H ; ‘一條可度甚的（特別是光沿的）曲線 
可以進行精分。假說給定的 B J 皮;的 ( ft 線是由方程 ( 7 ) 表雄的,道鹿方 


o 沿搔悄形 H 等於說，在給定的區間 （a, P) 上,曲梯可以用力拉 （2) 來衷達，其巾 
，⑷與 f ⑴到迸都連拽，饲時，除去存叹 狀卽 以外 r f ⑴與打0也都存在並且到處迹嫌 
而在每一捆這植例外的黏(稱洚“夼異” W)， 闽蚁？ (0( 間拔，以 *)) 也右左導數輿右導數 • 
不過 i2 兩個導數具右不間的砬[ 
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程⑴ 中的函數 A 與 A 郡 IK 定是 iE 績的 ^ 取曲線的兩涸端點之一當 
做曲線弧的起點，以[表示這段曲線的 M 度，於迠參變量入的變化筘 
圍就是從0到仏用分點 

0 = A u -< jli -< -■■ <! A ,. = L 

把區間 (0 ; £) 分爲 h 個小區問，並 il 用 L 來記區閲(1<*<«), 
h 同時也用东 R 表适個區間的技.度。 

現在假定 2/) 及一個二元函數，確定在我們所考慮的曲線段 
上。在毎一個小區問4上任意取一點芯 （An < h ), 並且令 

V ^ MK ), 於是（物，抑）是曲線上對應於1的變化區 
間 L 的那一段弧上的一個點。作和数 

n n 

h=. 1 A —-[ 

如果函數 F £ MX ), /=(!)] 在區間 （o, 乙） 上是 可賴的 ®, 則# 
所取的分法無限變細時,上忒右端的和數就以稹分 

L 

⑴] ru ' 

0 

爲 ® 限。用 C 來記整個給定的曲線段，适個積分常常寫成 

y FO , 汉 ) dA 

C 

並 J1 稱爲颚亨少以，20平®亨 o 吁平巧苹亏。‘ 

在應 id 常常锊遇滑侖欣 士嵇 分。我們在§ m 中就要 
討論的，關於平面 J -- 的物質曲線的 某唑力 學性質的問題，就可提供出 
适方面的簡單的典型的例了 - a ^ 


0這是常常肯冇的，秸別是如渠 1/) 在松宠的曲梂上到 is 都連 «(金 iifaa 的 
5 SS ), 則 PZf . W , fiWl 就是 K 問（0, L ) 上的人的违拍函 K , 
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§ 53. 芟間曲線的呱長 

疼間曲線弧畏的度诂間题與我們在前面所講的平面曲線的惜形是 
道橋相慠，以致於我們 H 需要把它的基本定葙與主耍結坫列舉出來就 

irr , 

r ' 如恥給定的曲線段』"可以用方程 '. 

2/=/ iO ), £=/*(>) ( a < a :<6) 

丧逵，能且如果阄數//^：)與 AO ) 在區間 （《 ，幻 上从存 迚續'的導數， 
MAB 弧的14度就一定存在並 _ H ■等於 

b b 

j ，/ i + ds= ^ l l+/ ； 2 (®)+/^(^)rfs. (I) 

a a 

' r . 在更一般的惝形，如堪給定的曲線段乂 《 吋只用參瘦方程 
a^9(t), y=i-{t), 2-^(0 _ (a-<i<yS) (2) 

表達，其中 no , f ⑴與 x ( t ) 都在區間灼上乳有迚續導數， 
弧就一定存一個確定 的砭度 ，並 ii 等於 
is 

/j = l ^ ，2 (0 + dt , (3) 

a 

3' 在條件 f 之下 ， ffl L ( f ) 峩;八- 在曲線 上對應於參瘦 M 
的區間 （ a , i ) ff 挪一段弧 M , 則有 

以及 

dL = l dx ^ + d V ^+ d S K 

特刖，在條件 r 下 

i'(B)= i’i+ 々 +s ，s = r / i+/! i Cs) + /1 2 O) ■ ■ 

4 a -- 曲線 (2) 如恥?丘這一段上具有確定的择度，我們就說它在 
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這一段上是如果連0曲線的一段可以分成有限個部分， 
在每一部分都滿足條件2 15 ,我們就說曲線 ft 道一段上是 
每一條光滑的曲線都是可度畏的。 

* 5°. 可度長的曲線可以用方程 

a ：= 9 , ( A ), y = f { X ), = f ( A .) ( 4 ) 

來表违，其中1是 曲線上 從某一個取定的起點到點 <>, y〆 ) 畔弧畏 D 
道時 


定 W ( A )= e 。 切， W : 娜择, ^^ X ' W ^ mir ； 

其中 A A ^是坐槪铀 的正方 向與曲線在點 t 幻的切線之間的 
夾角，切線的方向算作是引 M A 坩加的方向的， 

6°. 如果可度苌曲線衮作方程(4)，父函數 s) 在曲線的一 

段<? (幻 <1<X S ) 上迠連緖的，則嵇分 f ^ [ 炉⑴， KD JUXjrfA 稱 

爲“函數 n ^： y > s ) 沿曲線 c 所取的骑:¥”， 並且 記作 

^ s) 亂 

a 


§ 54. 平面物質曲綜的質量，重心興轉勤憤量 
1. 假設給定了一段光滑的平面曲線 C ?， 我們把這段曲線的方程 

寫做 

' y =， P ( X ), ( 1 ) 

其中 x 是從适一段曲線的起點这起的弧良, 闶炖常 K ( w ) 通過曲線 
c 時，1就從0堺加到一悃救 H 衣示整悃适段曲線的 M _) S 。 爲方便 
起兑，我們把對應於叁變显的館1的點 (乂 y ) 叫做 “ SU ”。 

我們假定有某稀物質分佈在适段曲線上 (“物 ® 曲織”）。假定 Mil ) 
表示曲線上介於點0與； I 之間所分怖的物質的質贷，並且假定函數 
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在温間 ( o , £) 上具有迎锫導數 at ( a )= kw 。 在§27討論過的 
的情形告訴我們，把 m pw 叫做过段曲線在點 a 
4条“。因爲，無贸 做任 何更動，那一節中的一切論符對 現忐轟一士犄 
形都是一樣有效的（只要如我們所股定的，曲線足光沿的 乂 在那遲，我 
們之所以不得不限制在庇綠段的情形是內鸩在當時我們通不知道曲線 
弧艮的一般槪念。 

總之，我們就把最 p ( a ) 稱爲給定的曲線在點 a 的物苡密度》 
因爲见“），趼以，反過來 
X 

il/(A) p (w) du m 

0 

(積分的下限應該记樣選栉 ， im M ( 0 )^ 0 ') o 如果我們想要確定曲線 
的一段的锊以 

八/(九 1 7 0 ^ Ai A s ^ Ti } , 


那就有 


^3 

M(_\i , A s ) =5i(Ai)^=^ p (w) 

入 i 


du 


p(^,y)d\. ( 2 ) 

C 


這愐公式通過在备個點給定的物質密度 pW 表達出任 M —段光 
滑的物質曲線的 質量。 

2. 如果我們有一組竹個分佈在同一平面上的質點，它們的質還：分 
別是 m !， m s ， …， to „， 又它們的矩標分別是 （A ，的）， （ A ， y t ) ，…， 
0_, 〜），、則大家都知遒，道樣一個質點妞的蜇心的坐標就是 


2叫灼 2 m t yt 



. 2价 t 2叫 

i 二 =1 k=l 


( 3 ) 
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或者，用2吨表示 整涸質 點紐的質适,就足 

k 二1 , 

n n 

^ 2 m 邮， 卜 i 2 m ，' 

灸 =i 

現在，我們假定物質 不是集 中於假別的點，而是沿着光滑曲線 （l) 
的（0, Z) 這一段上連續地分佈矜的 s 我們提出這欉一個要求, ® 於這 
樣的質點組要給予它的苋心一個恰當的定義/並且提供出一 •偭 方法來 
計算這樣®定的心的坐標。 

用分點 

0=^<^1<〜<；^ =厶 (T) 

把區間（0, i) 分成任意多個小區間（小段），並爲簡單起見，令 
An - = Ay (1<A<^) 0 假定曲線在點;I的 物質密 度等於 p ( X ) 

(0<A</ J )j 跟 i 面一樣，我們假定函數在链個區間上是連縝 
的。按照公式 (2), 小段的 ff 错筠於 

入 k 

w-h = p ( \ ) dA i 

因而根據中链定理 （§ !U) ,我俩有 

•mk^p (^J) At. 

這裏， M 是小段 A* 上的其一點。如果小段 △* 很小，則我們可以把它 
近似地想像成一個具有®—话的質點，並且不妨設想這個質點就位 
於曲線上點4那個地方。道樣一东，小段 A* 就爲一個質點所代替;而 
如果我們對分法 r 的每一小段都作越欉的代替，則整個物質曲線就近 
似地爲一個質點龃所代替，道個質點龃由》個質點紐成，而且它們的質 
量與坐標分別等於 

= s * = < P ( Afc ), (1<^<«)； 

极據公式 (3), 這個質點耝的重心坐標是 
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EiB 


■"f / rtT \ ^ ~ 1 _ _ _ — / fji \ ^ 1 ____ 

如 、』 ) — r ‘ 》 VK 1 )^ n _■ . 

S P {\ t )^ 2 PiK )^ 

， ^? S 2：1 Al =1 

在分认 T 無限璲細的情呪下，我們所設想的道個 IU 有限個質點作 
成的質點紐愈來愈近似我們的物質曲線。闪此，很 n 然地我們可以設 
想物質曲線 的宽心 坐標就分別等於戰呵 T ) 與沉 2 0 當分法 r 無_ 
細時的極限。這顯然就給出： 

p\\) dx ^ p C« s y 、 )d\ 

0 C 



\ -op(x, y) d\ 


、 P( A) H?i)dx 、 yp(^ ， y 、 d\ 

^ Q C 

i} ~ ~L ^ 一 


p{X)dX 


或者，把整俩曲線的 Its 犮作 


P (^ t v) 


P(A) d\, 

0 


耽有: 


p ⑴央⑴以 =士 ^ ^ p(^ f y )^ x , 

o I ： 

L 

^ = ^ P ⑴ 4U)(U =去 yp (n:, y)rfA. 


( 4 ) 
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如果在我們的曲線上物質的分佈是，也就是說，沿整個 
曲線 p ( il ) = /) 是一個常數，則公式(4〕就“斂‘ * _ 

L L 

5 = 士 j 史 ( 入 ) d\= 士 y xd\, 没 =. 土 ) 分 （ 入 ） dl —- 士 j J/dA. (5) 

o a o a 

3. 現在我們再回到由 《 個質點組成 的方學 系統。假定 m 1; 叫，…， 
是這些點的質量，而 r u r ,, …， r „ 是它們與某一個軸（或者輿某一 
個固定的點)的距離。和數 


n 

2 miT% 
fc = 2 

稱爲這個點組對於給定的軸(或給定的點 3 如果我柄的質 
點耝是在二個卒商 _ f : ，胧且其有莳角坐樑 ㈨， n 办)，…，(私，叫， 
則這個點 M 對於 OX 铀，袖及讵標原點。的轉動 ‘® 董顯然分別 
等於 

n n m 

K 0 = 2 Wfc ( s = 十扣） ■ 

左 ； 1 A 二 1 

現在，讓我們用上面所考虛過的物質曲線⑴來代替質點組 D 仍舊 
沿 用我們 上面用來確定物質線的重心坐標的那一妨記號以及推理方 
法，完全相仿地，我們很容易確定物質曲線 （1) 對於 CLY 軸， OF 軸以 
及點 O 的轉動 憤逯： 

L 

1“ 二、 pW^W^=- ^ y^p («, y) d\ t ⑷ 

0 c 

Zr 

^ ^ p ( X )^ s ( A ) ^ x^p { x t y ) d\ r 

0 o 
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L 

K s = jp(A) ： ^(A) + ^CA)]^= ^ (^+3/ 2 ) p(x,y) d\. 

o c 

m 求物質均匀分佈的半圓周 ^+^ 2 =o 2 (^>o) 的重心，以及這 
個判 i 周對於連接它的兩個端點的直栩的错動惯最。由於對稱性，顧 
然 ， 5 = o; 因而我們 r 須求出&與令 a 表示從半 m 周的一個端點 
算起的弧畏，我們可以把曲線的方程路作 


公式 (5) 就給出 


: cos , y — a sin — (O^X^ita). 


y — ~. t « «in ^ (i,\ =-( 
Ttfi j a n 


同時 * 公式 (6) 給出 


叫- W — 〆 卜 2 〆 - 


§ 幾何立《的 a 稍 

立體體嵇的計算通常溫耍比我們 r 前已經窣挥到的還要更加祓雜 
的分析方法。 以後在箱二十七章中，我 
們還要全面地來討論 it 個問題。不過，對 
我們規在要提出的大多數間題东說，簡 
單的於分就已經足以把它們解決徹底， 

現在我們就來考臌一下迈一類的問題， 

假定我們想計览阏 4() 所 i 的立體 
的體槠。在爷間 内仟 取一個砟角姐標系 
OXYZ , 並且我們同意把一個點的2坐 
標稱爲它（在年面 XOY ^±) 的“高 
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，度' 一般來說，平面卜 M 這奥， h 是任意一■個給定的實數）與給完 
的立腊相截成某一姻平面圖形。我們克作對於任意的\這個截面的 
面檟邡是已知的(或若，無論如 W 我們總能够訏算它)。一般說來，對 
於不同的 A ,這個面權自然是不同的;所以它是 A 的一個囷數，我悄把 
它記作8(>)。我們現在要討論的一類特殊問題的特徵是 這欉； 假笼已 
知函敦(在高度 A 的地方，立體的截面的面積)，希留利用它來表 
逹給定的立醴的體稻 


首先,假定給定的立體是一 fEItfi ： 線柱體；換句話說,它所有的水苹 
截面在 X0Y 牢面上的投影都迠同一個圖形（阚41)。如果 這悃® 形 
是10，那麽我們的立腊就是一個£華柱 
m , 我們在初等幾何衷已經學過，它的體镄 
就等於底面積輿 高的乘 賴。我們很自然地 
把避 法則搬用到一般情形，那就是，柱體 
的底可以具有任意的形狀《。 

就這漾，我們算作®—涸 庇線 柱體的 
體植等於道個柱體的底面猜與它的高的乘 
嵇 ®。 

现在我們來萼庞一般精形（阖40)。假 
定立體的撮低點 IV 有高度 ( J ，® 高點具有萵度6。任;©地,用分點 

a 二 = b C^ 1 ) 

把區間 ( a ， o 分成小段，並 a 在每一小段 (心, fe ) 上任収一點 2 * ,使得 

平面族 c ^= o , l , 2 , ■■■ , > i ) 把立體分成 r 許多平“台，’，第 



o ® 然，從®輯上來盈， sma 仓■孩曳：除了在初琿換何真所考處®的有眼幾银情形 
外，立时雔褚的槪念在到视行定费， itii 戎捫的 a 任楞就在於,要給它一個 怡筲的 
—般的 ?k 袭。 

»傲這泅假定耽跋我捫以初在解 央相應 的問祖 ，餚關 於莩速 運動的 速埂，常力作功$ 
所汝的似定完全一楼 P 
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i 個道秤平“台”的 W. 度等於 〜= h k - h . n 如果&很小，這個平台 
的體顆就可以算作差不多等於一個庇線柱體的體嵇。过個柱體的高逛 
化，它的底可以算作這個平行的 m 意一個水平莜面，例如高度 爲&的 
那個截面^由於适個芦面的面賴等於心1),所以记極 e 線柱體的體賴 
等於 SO)A ; . ;闶此，&們可以認爲差不多 _ 


~ ' Aiti 

H k = \ 

常然，這個近似落式當分法 r 越細時，就越更顯得準確;因此，跟以前一 
榼，桉照定義，我們分 


I 7 = lim > s(s t )A*. 

常然，道就要求所.寫的适個梅限存在，並 RSI 個極限旣不與分法有關， 
也不與從每一小段上 h 的取法有 ffl 。 佴是，大家知道，如果函數 3( A ) 
在跖間 （ a , 0上連給，适一定足對的;因此,在道種情形下，就有 ' 

& 

r = ^ s(h')d'h, ⑴ 

道侗公式解決了我們所提出的間題’它一方面確定 f Ei 如截面面積的 
立體愤嵇的一般槪念，间時，它又提供了一個非常確定的方法來計算远 
個體穑。 

$ 1. 假定給定了一偭辺面猾等於 S 的一個任意多角形爲底高爲 
#的;錐《在初等嫌何蛊我們已經學過，這悃角錐在高度爲 A 的截面 
足…個與底相似的多角形，它的面積輿它判角錐的®點的距離的平方 
成正圪，也鱿是說，與 { B - hy 成 in 比。 
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因此，對我們的問題來說，就有： 

s ( h )^ k ( H - hy , 

^中， A 是一個常數，它不難由條件 <0)=5 來 確定: 

因此’ 一 A ) W (卜 咨)' 

'棵 據公式 ⑴我們的角鍺的體错钛是 


0 

用卜备4 變換稷分變量就得出： 

1 

V ^ S ' vmdn 』 1 :. 

0 

這樣， 我們就襄到了用密分學的方法本得到這個知名的公式是多 
麽鮪單，而在初等幾何襄推出這悃公式時則不知道 ® 雑了多少。如果 
不是以多角 形爲底 ，而是以任窓一個面賴爲 S 的平面圔形爲底，所有上 
面所說的一切，無論是推理或老是結論都仍然是成立的。特別,對於以 



半徑爲 A 的 ffl 爲底,以丑爲高的圓錐，我們就 
得到下列著名的公式 

v = ^ mn _ 

_ 3 — . 

， 2. 假定給定了一個以 W 爲半徑的 
球，它的截面的高度 h 是從赤道平面算起的 
距離（阖 42 )。從圖上顯然可以看出，在高度 
爲 A 的截面的半徑 r 等於 
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因此，截面的而積 

因而，對於球的體秸，公式 ( 1 ) 給出 

Ji R B 

^ { Ji 2 — 7 t 2 ) dh = 7tR 3 ^ d 4 — 7 t h^dh ^ ^- tcH 3 . 

~ji ' —R —R 

^ J 3. 假定一段曲線 y =/(«), « b 繞 OX 軸旋轉 《; 求由 
此得 A 的 :: 旋轉腊”（陶切的 k 。 顯然，這個立體的一切垂直於 
OX 軸的截面 ® 是圓。而且，用平面; c=A ( a ^ h ^ b ) 截出的面以 / o ) 
爲半徑，當然，這就說明，它的面般是</1>)凡因庇，公式( I ) 給出： 

b 

V -^^ LKh ) Jdh . 

a 

以下，在例 3 的间樣條件下，我們更進一步來討論如何計算這愐旋 
轉體的側面積的問題。當然，奧我們應該注意到，直到現在我們還沒 
有曲面面按 65 —^槪念的定袭/因此,我們應該首先給出它的定義（至 
少是對於旋轉體的定 義)。 爲了這個目的，我們從 （《, 衫區間的通常的 
分法 T 着手，它的分點是 

<1 = hCAC … <3^ 二 & ， 

對應於這個分法，=給定的曲線段就被點!>*，/»] ( A = o , 1,…，仰） 
分成了”個部分。我們用弦把毎一對相鄰的分點 /〔 H )], 
[边， /( 勒)]速接起苯，這個弦長等於 

由這些弦組成的折線綍 ox 軸旋轉得到一悃曲面，這個曲面的面積 

願然可以裔作是我們要求的曲面面嵇&的一涸近似碴。而且從直覺上 

看來，分法 y 愈細 ，沪 就愈逼近 s ; 因此，跟往常一樣，我們可以令： 

S = Jim t 
i ( T )^0 

O 爲朗單起见，我們联定 /O)>0 
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然後再來找 S 的分析&逹式。 

爲此，我們注意，弦 hmox 軸旋轉指出一個蕺圓維體（圖44)， 




它的战線的長度等於 k 而庇宇 徑則是 /(n !) 與 / o)。ii 檻一個截 
BI 錐體的側面賴等於 

—^ E/ +/(叫)] h. 

現在假定函數 /(*) 在區間 （《, ~上具有迚續的導数 n 於是，极據位格 
朗 H 定理， 

/(^) — / (^_l) =/ ， (^f) (si —S^!), - 

其中，叫_,<心<饰；丙此，如果爲簡便起見，像通常一樣令 
=A* (1<«我們就得到 

^^+f i ("^) A ,, 

於是 

& =允[/(>— 1) 十 /( 抑）] /i + /' 3 'ca) Ai； 

從而 


以 = 2 & = ^2 [㈣- 1 I/I'+z^^yA^ 

i=l U — 1 

n 

- 2^2/(-0 i /1 +."* (&)△* + 
k = l 

n ■ i 

于江 2 [ 加 +/(*0 -2/(^)^l y l 
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當【(巧40時，根逋我們關於函數/如:）的連賴性所作的假定，右端 
的第一個和數趨向於極限 

b 

^ / (X) 1/1 + 7^ 〔疋 ) 如 - 

所只，如果我們能够說明，常？ ( T ) — 0,時，右端的第二個和數趙向於 
答，則#的搔限就存在，並丑冇： , 

b 

S — lim S* — 2^ f f(a；) ]/ I + f ' 1 (a;) dx, 
i ( T)-^o J 

a 

佴是，由於阎数 /!>) 的一致連辍性，無論«>0多麽小，對於充分 
細的分法7我侗有 

1/C^.i )+/(^)-2/(^i)|<f ( 

於是， 

« 

I [/( 奴 -]) + / (办 )-2/(4" fc )] i y l -\-' f f 2 -( Sk ) 

t=l 

n r» 

^ v’l + 户 (右 0 Afc = 

h~,\_ k = l 

其中工 是所給的曲線段的苌度。這樣顯然榦證明了我們所要證明的一 
切。 

爲筋單起見，令/(«0 我們可以把以上得到的旋轉體的側面 

寫成 

b 

S=^2^t ^ y v y l -f y^dx, 

a 

關於 § 55 的習題，可以參宥 B . n . 捷米多維奇的習題集，第四聿， 
習題 183—185, 192, 195, 190, 200, 228 „ 




第十五章積分的近似計算法 

§ 56. 問 M 的提出 , 

現在我們已經宥到，許多在應用上很 JE 要的具體問題的解決)最後 
都要歸結到積分的計闶此，我們有必要來比較深入地看一看所謂 
“彔出”或者“計算”積分究覚是什麼:盘思。只要被積函数與積分限都完 
基給定了，賴分就有了完全確定的數愤，所以，我們的問題就在於如何 
來求出這個數僅。如果猜分的敏是一個能够宜接用數學上常用的記號 
( 例如+， 1/ T , ain ( 0. 5) ， 等等> 表逹出來的數，則所謂乎學這個 
猜分自然就是要把它表成這些記號。佴是，絕大多數的實有這 
铺代表它們的簡單記號 f 丙此，我們就應該充分地佔計到也許我們的稂 
分的値就正好是 這避的 一個數 :對於 S 柯 數，我們只能够寫出贷的近似 
値，比如說，寫成十進位小数到若干位有效數宇爲止。於是,很明顯，就 
一雖情形來說，所謂髌分的 gf ■筇問題就 K 能够瞭解作在某種準確程度 
的範圍內的近似計笕問題。如果我們能够找到這樣一個方法，它能够 
把積分表成十進位小數一直到預期的無論多少位有效數字，那麽我們 
就可以認爲我們的問題在原則上是解決 f ， 闶爲，就一^情形來說，我 
們並不能 ffi 樓分的 •'‘ 計 IT 瞭解成什麼別的東西;％且，就是_分的値 
能够用上面所説的記號“准確地”丧逵出來的時候，這樣一種表遠通常 
也就是吿訴我們某稠確定的:方法來做:積分的近似計算。例如，如果我 
們求出的穑分値是事宵上遠鱿使我們有芎能（比如說，用幾何上著 
名的 w 的近似計笕法）來求出 It 分的有任意多位有效數字的十進小數 

其實，使我們能够以任意精確程度來近似地計算給定的稷分的這 
種方法，總分槪念的定箱中，就已經給出來了。我們本來就是把積 

(SB4) 
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分規定作某種形式的和數在某稀確定的過程（稹分區間的分法無限 
細)中的極限的。只要把基本區間分得充分細,對應的和數，就可以是積 
分的具有任何預 斯精確 度的近似値。因此,在斿則上，猜~分的定義本身 
a 經提供了一個極爲詳盡的計算橫分的方法^不過，雖然是這樣，我們 
仍然在遇去不斷地找出，並且今後也 還要繼 續諸找其他的方法來計算‘ 
植分，運是因爲實際上在大多數情况下，商接從定藥出發的方法在技術 
上祓雜而困難，因而往往不適於應用。 

我們已經說過，利用積分槪念 與城函 數槪念來訐算精分的方法是 
最强有力的方法，數學科學在迠方面的蒂不多所有的實際成就都應當 
歸功於道個方法。而且我們 也舉出 過一系列的例子,在道®例子中，用 
道個方 法輕谢 易舉地就解决了嵇分計筇的問題 ( , R 要我們在區間 O A ) 
上能够求出 / b ) 的一個原函數 ，(幻 ，我們立刻就得出 •- 

b 

(1) 

a 

因此，在這稱情形 計算機 分的間題就轉化成計算 S 個 已知 函數的 
兩個值的問題。佴是，說函數，⑷是“已细”的，又是仆麽意 M 呢？在 
一般愔形下這種已知性除去能够給我捫一個求出函數的任意精確程 
度的近似値的辧法而外，也就沒有別的什麽 t 。在很多場合，正像我們 
已經看到過的，這個方法應用起來簡軍而且方便，闶而 ( 1 )式就圓滿地 
解決了我們的間題。佴是要猹得适秫圆滿的結果，湛:要一些卄麽呢？我 
們知道 （§ so ), 任何一個迚績函數部具有原函數。闽此，在原則上公 
式 （1) 可以用 來計筇任何 一個連 frl 函數的顸分。 m : S 僅僅只有原函數 
^(幻 的存 在，還不能使我們迖到 n 的：我們還必 黹要求 ，道個函數是 
我們已知的，也钛是說，我們耍能够求出它的任 M 鹆確稃度的近似値； 
此外，在實際上我們還必黹耍求這個求近似値的方法是簡單而且方便 
的,——因爲否谢■(它對於實際計昇仍旧是无济于事 c -如說,如果函數 
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屬於"初等”函數之列，那就沒有問題了；因爲對於一切初等函數 
來說，計算它們的近似値的方法娃 已綷硏 究成功 了的。 

伹是，除去 S 不多的一拽情形（很幸運地是，相當廣泛的一類在應 
用上很常見的函数，是屬於這些犄形的），事情剧不是這樣順利。如* 
說在微分初等函數的時候,我們總是仍泻得到初等函數，那麽，在積分 
的畤候，我們就遇見完全不同的情形：初等函數的原函數雖然總是存 
在的 ( H 爲所有初等 ® 數在基本上是連繪的），佴是一般説來，却不再是 
初等 函數。 可以舉 ii {隨便多少個簡單的初等函數，它們的原画數不再 
是初等阐數：例如，函數及很多其他的函數;很廣的 
一類這樣的函數曾經由 n . I 車貝謝夫發現，我們在後面還要談到^作 
爲一個例子，現在我們設想要來 If 算積分 

3 

语=扣)-，⑵， ' ⑴ 

2 」 

其中 J ’ O ) 是 l/ln $的原阚數。爲此，我們就必頌計算 . F (3) 與言 ⑶ n 
佴是如果我們不僅不知道函數 F { cc ) 的任何適於計筇的表達式，而且 
尤其不知道是否有可徙通過初等函數來明 ft 地表達出 F { x ), 試間我們 
又怎麽欉能够东計兗我們的秸分呢？這就很淸楚 f ， 對於稽分的計算 
來說，公式 (2) 並沒有給我們任何東西，因爲關於函數我們就 ® 
僅知遨它跫 l / 】 ns 的原函數（顯然是存在的)而已，间此，赊去直接地 
或其問接地利用積分的定衾本身，我們沒有別的法子來解決我們的問 
題 。 — 

從以上所說的，我們倒可以 TT 出另外一點來，卽困數的獱分可以作 
爲我們用來 定袭以 及硏究新的非初等函数的有效工具。每當-數 /O) 
不以初等函數爲它的原函數，則原函數 

X 

^f(u}du^F(x) ( 3 ) 





木身統足一个新的非初等函数，对干这个函数的性质的硏究以及它的 
砬的冴算，我們在一开始，就 R 知逬它足山关系式 O ) 确定的，也就适 
'說 ，只知道它是 / O 〕 的原阐 &，除此而外，我們就仆么也不知道了。 fl ] 
这种办法所定义的 -系 列的阐放，在科学的发展过程中起着巨大的作 
；|] 0 它們的許多性质都妓楮密地硏究过，幷」 i 对艿中的許多函数都选 
了表，就对数衣以反; Z 角函数丧一样。特別，我們剛氺所考虑的函数 

X 

r du 

J Fn u 

S 

的惝况就正是这样，它通常記 n Lio 〕 打 ji 称; y 1 积分对数' 

视在我們四到积分的近似訃兑的問題，我們已锊苕到它决不足永 
远可以用原函数的方法求解决的， H 11 : 1〗 _ 在 这方赳 :：？找其他的 ftii/fi .1： 
烬可能方梗的方法就) Hi ' 很大的这义。这种方法可以分做两大 类：第 
一类足从积分的原始: i 义（作为和数的扱限 ） 出发，尽可能地加以改进， 
使得 Ct 实际計算丄做起来很方 ffi ; 在这一草，我們要討論这类方法中比 
較簡单的儿个方法(冇时叫做“机械求积法”)。第二类中足另外一些方 
法，这些方法的 站本稍 神足把被积函数近似地換成另外的函数，而这个 
函数的原函数是初等函纹，扑且问时也近似于給定函数的原函数。这 
种方法要求使用疋簋杂的数学 分析的 工具，我們在以后 〔第四篇) 再来 
討論。 


§ 57. 梯形法 

所,； ir 梯龙法”足一个簡尔的积分近似計算法，它的主要精神如图 
45 0 〖示，在图中我們冇盘地把枳分区冏 <>， 6 )的分法 y 画得很稀疏。 
按照我捫通常所 n ] 的記巧，带有斜綫的“阶悌”图形的面识 m 然等 T . “小 
和” 

n 
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同時，大和 




就等於帶斜線的圖形再加 上在它 上商的 
那些虛線長方形所合成的那個大 的“階 
梯”圖形的面稂。當然，在區間(0, &〕的 
分法是如此稀疏的情形之下， 道兩 個和 
數中的任何一個都與代表曲線梯形面精的蕷分 



jVoy® 

a 

(我們近似計算的對像）有卷 龆著的 芾別。 

現在，把給定的曲線段的每兩涸相鄰的分點用|£線段(稱作弦）連 
接超东，並 _RL 考盧以這拽弦所組成的折線做爲上面的界限,以菹線 
與:==&做筲側邊，以 0X 軸爲底的阔形 S 的面積。我們 S 接看出，卽 
使在我們的分法 2" 是如此稀疏的情形之下， S 的面積就已經很接近於 
我們所要估計的曲邊梯形的面稂 r—— 無論如何，它比那南個“階梯” 
阖形的任何一悃都要更加接近得_多„因此,在實際計筇上，取5來作爲 
愤分的近似値要比用太和或小和有利得多，何％ S 的計算並不比大和 
數或小和數的計箅來得褪雜。岱然，我們應該注意到，翮45僅僅帶有 
躅例說明的悴質而不是一個 a 明，逞是 W 爲鬯只表現了函數/(=0總是 
時時向一方的情形，不過我們從它觀察得到的用 MS 代替大和數與 
小和數來計算糟分的近似値的好處,在絕大多数的其他情呪 T ,仍然是 
不鍩的。 

跟通常一樣,我例用办與&分別表 W 分法: r 的分點與小區間，並 
且爲滴取起見，令 ， 

(i = 0 f 1, 
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爲了簡單起見， g 們假定/@)>0 (0<^<6), S 的面積是 一 挂以 
不同的線段 A t 爲底的度角梯形的面精之和(道也猊是“梯形法”的名稱 
的由來）；以線段爲底的梯形的萵度足 A*, 底邊昆.是 - y ^ t 與 yi (A = 
— 1, 2,…， 》); 因此它的 ifT 镜等於 

因而 

U 

6，== 2^ 咖 .— 1 + y d 

要想得 到一定 褙確程度的近似値，我們當然應該相應地把分法 r 
取得允分細密(使充分小 ）； 仉是 ft 另一方而分點办的選擇仍然 
可以是彳 £ f : 的，因而我們媳可以利用個任意怦來燼可能地簡化我們 
所要做的計算。闶爲我們的公式中耑要扑锌函数 /(«) 在所有各分點 
的値，所以我們應該拎先石一 fh 對於 ff 麽樣的點計益函數/⑻的値 
特別簡眾；臂如在某 苎揞 戈下可能就足對於有理點或若與对可以通約 
的點等等。如果的確冇逛榼的點，那麼 n 然最好是把 ii 些點選作分點。 
如果闲數 / i >) 沒苻遥裨特别有好處的點，那麽當然最簡單地就是把區 
間 ( a , 6) 分成 w 等份;於是 

= ' ^ («»), 

闶而我們得到： 

* - 1 k—} 

S 铣是絡定的攒分的近似 M 。 ■^錐 齊出， 卽使在一妓的情形■對/⑻的 
符拢不作任何 K 定時，茲式⑴仍然 适正 確的。常然，爲了考究 ii 個公 
式所給出的近似镟的好壞，我們遼應該學會佔計由此得出的誤差。我 
們下面就來看廨該怎麽廉來做阕這一點。 
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假定在某一個區間（〜灼 Cfi — « = A>0) 上，我們把曲線2/=/(均 
換成迪接它的兩個端點的弦 Ks), 於 J^(«W(«)，iijSj =/(卢)。我 
們設法东估計以下兩個秸分之羞： 

B H ^ 

J/(a:)rfs-J i (x)dx = ^f(x)dx ^^ A , 

a a a 

爲了 Si 個 H 的，我們令 


i ?0) = 


(^~ n ) (^ — ft ) 


(«/3) 


並 _ a 考虛面數 


少 (0 =/( 2 )-"；=) -ff(x)(s~o:')(e~/S), 

其中 ® t 因而 ff ㈤ ）石作是一惝 S 数顯然炉 0)=^(/?) = 
二0;佴是由於仉 2：) 的定龚，嵙易 _ f ? 出也苻 W >) = 0。 與此，函數 WO ) 
在點《 ，々與 j W<x<(i) 都等 於霜。 视在頌我們假定函數/ ⑷ 在區 
問 （〜妁 上有迚辕的二敍弈数;齟然 ® 數？>0)也就 H . 有|司搽的性質。 
在區問 C «, 幻與 0,灼上對 ® 數逆⑷應用洛阚定拥，我們就知道 <P'{ 5 ) 
在险間 O , /?) 內有兩處等於霹;再對函數 9 '(z) 應用洛爾定埋，就證明 
了函數，⑷一定在區間(《 ，扪 内某一點&等於零。佴是因爲 r ( s ) = 
= P , 所以 ' 

0 = ^(^) = f "(. S )- 29 ( x ) 

ra 而 


9 (^-) = }/"{£), 


由此可見， /" U ) 是*的 ® 給函數。 
亂我們得到 r 


/ C ®)- i ( E ) = Y / ,, C ^ X ^- a )(®-/»), 
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換旬話說 

f ( a )± f { 0 ) A ^ 1 f 厂⑻(^)卜—々)权 


因寧函數 （ d)(x — 扪在 K 問 I «，扪上不變珑 ，而 我們又知逍 f'(S) 
是*的迚墒函數，所以根據屮通定理 (§ 51) ，等式的右端就町以寫成 

fi 

I r ( 可 (x- a) (x~p)dx^ 

a 

其中 i 是區間 ( 内的一點。运榼一來，我們得到 

' jV ㈤ 也 — & 气 a/) A — ^r(s). 


稞在再间到我們的 妬間 O -!， 办）招 ii •些 區間是等分的徜 
形，我們有 

a^-Xk-1 , 々 = 巩， f{ot) = -(/t-i, f{p)~yt ： , A-A:' 


因而上面得到的公式就給出： 


f(x)dx - 


，- 1 -十扒 

2.从 


、"— a ) = 一与^广⑻ ， 


其中仰 —.!<f< 叫 a<^<Ji) u 把迠些等式按照/■:，從1到《—齊加起 
來，我們就得到： 

夕 ㈤ 如一 尺—發少 ㈤ ， 


巩中8泛公式⑴所確定的近似鉞 


假定用 ™ 及见分别 R 农函数 r ㈤ 在區間(义 ㈠ 上的最小餡輿最 
大値。於是，對於 
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道就說明 

n 

因此，最 

n 

7^"2 ，'⑻ 

fc=") 

就介於 m 與 M 之間，道也就說明在 ami > 之間一定可以找到-'•個 P 
使得 

n 

广 “， = ¥2，"⑻， 

k 二 1 

而我們終於得到了梯形公式的下刘誤差表達式： 

^7(幻必」7(%> + 2抑卜-与 f 1 ?" 們- 

a 1 

我們可以宥出，隨的增大适個誤笼就遂漸減小，一般來說，它與 
同級的無窮小最。 

關於 S 57的習題 "J 以參吞 b . n. 捷米多維舒的習題集，第四章，習 
題272—274。 


§58. 抛物線法 

梯形法的基本精神是在於，在相當小的區 間〜 ^ (« k _ u 办)上用弦 
(線性函數)來代替(或者說是插浦)曲線 y ^ f { x ) a 從這蛊很自然地會 
想到，要是在小區間上用更高次的多項式(當然 t 先是二次三項式)_ 
插補函數2/=/(4,應該可以得到更人的掎確性。以下我們跪农看罨 
二次三項式 

y = a '^-\~ fls + r , 

它的 W 形是普通的抛物線。 ‘ 
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把區間0分成洲筇份，於是 

A * ^ ( 1 «2“ ). 


趿前面一樣,我們還是令扒=八办） U><i<2n)。 取一對相鄰的小诞間 
與 A sta 在它們連接起來的整個 
區間 （a^- 2 ，a^) 上，我們用 M 過給定 
的曲線〔蹰鉍）上三點 M si ^ t ( x 2 ^. 2 , 

^(._ j ) , M ^(( s x k , 

y »») 的抛物線 

2 / = (« 2： 2 十办2：十7 ^ ( 1 ) 

來代替曲綠 y =/0) 。係數奶， A- ， n 
當然很 ® 具根雄道呰條件訐算出來，饵姓對於我們現在的 n 的來說，用 
不着把它們笕出來。 

所謂 抛物線 法就是 在毎一個區問 S «) 4 = 1,2,…， n ) 上， 
函數 / O ) 的 K 分都用相應的抛物線 (]) 的積分來代替： 



^ ^ Qtrta ; 1 + (SkX + y^dx. 

‘， A 斤 -a 

佴是，山於 阳 ti — ^ n-z n 〒段 L At 十 , 我捫有 

x ^k 

(ai ^ 2 十 / 3 j[X + yi：)dx = 


3 


+ h ( 如 一 如„5 )= 


b "— U r 


H 沐 # 汾十 + 3 A ( 叫 Jt-a + a^) + 67 V} : 

a + A^-a 十 yO + ( ma!fc + 々 t%t + ^ t ) + 

十4〔叫®!卜 -i 十 AQu 十 Kt )} ™ ，十一 i + y * it } • 
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因此，抛物線法給出： 

j" + -y 2 r) (« 符）， 

x it-a 

因而,按照所有小區間杷上而的近似等式一齊加起来，就得到 ： ' 

h n 

^ ^-- ^ {ihuA 切姑 -1 十 i / 妙 } = 

u A ; 二 1 

’ n n — 1 

=^7 r { 沁切 *" + 4 2如- 1 + 2 2獅} 

k=l 

這也，跟梯形法的情形一様，估計运個近似衷逹式代替賴分時所產生的 
誤盖,還要求我們進行特殊的硏究(這個硏究本身是計算技巧上的重耍 
間題)。跟我們對梯形法所進行過的完全類似的計筇指出，在抛物線法 
的犄形，誤遨的減小一般是與#成反比，掩句話說，比梯形法的情形要 
減小得快得多。 .. 

關於§ SS 的晋題可以參裔 r ,. n . 捷米多維奇的習題葉，第四章，習 
題275 - 278。 ' 



第十六章有项函數的積分法 

§ 59. —些代數預谲知雄 

現在，在我們知逍了利用原函數來計算積分是 計算積 分的最簡眾 
的方法以後，我捫要重新回到求原函數的問題，希望能够儘可能地擴 
大這個方法的應用範圔。山於 S 66於在所講到 的理由 ，我們自然# 
先要設法把我們關於原函數是初等函數的那種函數的 EL 知範圍碰可能 
地加以破大， E 到现在爲止，我們僅僅知逍多項式:趙一個比較廣的函 
数類，它們的原函數永遠 還是多 項式； 伢 fYJt 他那 S 我們作爲例子舉 
出過的以初等函數爲原函數的函數，或 芯是極 端個別的一费函數，或者 
卽使足一類的 W 數，佴是其範圍也弗常狹小 。 

多姐式函數類的碇接推廣就是听諧有理函數賴 J 奸謂有理函數，我 
們是指從6變景的値（以及一些常數 ) 經過荇干次®衩的有规運算.（加 
法、減法、乗法與除法)來诗到函數 M 的那 M 函數。因此， fi 於造成多項 
式的運算來說，這裏僅僅多了一個除法蓮笕(當然，正是由於縫個除法 
有理函数類才成爲多項式的推廣)。現在讅我們酋先來硏究有埋囷數的 
趲分法(搀句話說，來农它們的原函敦)。我們硏究所得的一個値得珍貴 
的結果是道様一個 搔端重 要的事 K ,卽一切有埋函數的脬®數都是初 

等 &j 良一般 說來， iS 些初等函數常然不見得 S 楚有瑰 tS： 數:例如，像- 1 

* • • ctj 

^ + it 樣 flff - 的初數的®酎數钛 B 經起:趙越 IS 數了。在得 

到上述結果的同時，我們還得到一個非常扎體的辦沾來確切地求出有 
理函數的原函數， 

— mm 囫數的一般顸分法，都是基於它的某秤持殊的表 達形式 ， 
這秫形式特別適合於積分 法的 [ I 的。有弹函 數的适稲特殊及達法，完 


⑽） 
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全庇於代跤學的範圍，與數學分析的方法沒有任何 iQ： 接的闌係。 正因 


爲如此，我們就有必要在运一草的開頭东講一苎代數方鹵的預備知識。 
在初等代數盥曾綷講過，甸一個有埋 W 數 /(>) 都 可以表 成某楝 


“標準”形式 


/(«)， 


截， 


⑴ 


其中，士 ㈨ 與 QW 都是多項式，彼此沒有共同的极 u 這模的分式通 
常叫做如采分子的次數小於分母的次數’我們就說這個分 
式是一 在相反 的情形，就叫做 f 

如果各式 co ii —個假分式，我士矗奇以利用初等代數中的多 
項式除法，裉據簡眾的有理運算就把這個分式表成卜-列 形式： 




^ S ( x ) + 


K ( ic ) 

Q(^r 


其中， ^ c ®) (商式）與 wo ) (餘式〕也是多項式，並 1 L , 餘式的次數永遠 
小於除式的次數，這就 使得- 式右端的有理分式是一個眞分式。因此， 
有理假分式 :總可 以表成多項式與有 埋眞分 式之和。因爲我俩已經會求 
多項式的®分，所以有理假分式的賴分法艢可以歸結到存理眞分式的 
積分汰〜因炖，我們以後只限於討論/(⑴是有理眞分式的情形 Q 

在有理分式的一切顆分方法中，分式的分垵 (2( a ;) 的根起舂重'要 
的作用。如果 a (寶數或彼數)及客项式的一個根，則 Q ( x ) 能够 
被二項式; 除盡， 換句話說 


其中，也是一個多項式;如粜則 

Q ( x ') = ( z ~ a yq **( x ) 

等等。如果 

Q ( s ;) = ( s - , 


( 2 ) 


其中❾1。而沾0)去0 (換句話說，多項式 Q ：(=) Li 經不苒以《爲根) 
我們就說多項式 仏⑷ 以數 a 爲/ £ 重根。 
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引理 I . 如於 K 數 a 是多项式的 K 々> o ): 取根，則我們有等 

■ •* 争 * # » * * _»■•»»_ 

竽： 

_— 」；；+ /■*；!( s.) m 

i%f ^ ： a - ; & n 

• • < h (^ 山等式 kh (- h (^ o ), a , 茲實數， 

所有的备项式郤以寶數爲係数，乂等式 / e 端的分式可以足具分式也可 
只是暇分式。 

等式 (3) 與尨式 

P (» — AQj {» ( ® — or) 尸I (s) ⑷ 

是等價的，等式 (4) 是従落式：(3)乘上 Q 3) 得到的，它丧明了多項式 
P (^)- AJ 2 ^) 能够被二項式整除。大家都知逍，這就必須有 
而觅也 M 姒有： 

P(a) — AQl(«) =0. (5) 

因此，如 Jli 我們令 

土 =-尸逆 
(M«) 

(我 們巳知 仏(《)乒0)，則專式 (W 成立，因而多項式尸 O) — AQiO). 
‘能_ $ — a 除遨，換句話説,我們苻等式〈4)，因而也就有 (3) 。 

如果 k > 2 , 則有 理分式 

八⑻ 

( x - ay -^ Q ^ z ) 

與原來的分式的形式完全一樣。赉它應用我們 B 經證明遇的引 
理，就得到： 

尸 .(?〕.2 . A ._. + ^*--1 _. , 户 «.- 

Ql,®) _ (^― crV- v.2 —«V' ，_i (C — a) 1 '-.%〆。)’ . 

如果 fc >3, 道個手續還 " r & 繼續迤行， k 實 r 要右端的最後一個分式 
的分坻還含有卜《的正歎慕，這個手績軾可以繼拗進行 t 去。因此， 




2 G 8 


数學分析® 明教粍 


我們最後終於得到表達式 


Ah 


Ah 


Qii) (x-aj h (x — a) h 






⑹ 


其中，山，…先都是實數，而 p*o) 是一偭具有寶係數的多項式。 
fr: 以上的仝部討論中，我們邡 t!S 定了《是一個實數。很明顯，如果 
嗰敉數，上述的 -- 叻仍然昆正確的；當然，數 ▲ 以及所得出的多 


项式的係數都要是祓數了„ 我徜沒 有討論過，而旦也不打算討論截數 
袈連式的賴分法，两此，常根《足複數的情 ® ，我們要用另外的方法來 
給出有理分式的分解 55 ^ 

如 ifH 寶係數)多叨式 Q<^) 以蓰數 ^^/s+iy(r^o ) 爲它的是赁 
根，在代数學裘我們巳經學過，“龙軛”權數鱿一定也是這 
個多項式的根，而 R 也 S J :®根:：在道個情形下，多项式能够 
被 O —及” ©. 除，闻而也就能够被钇們的乘稹螯除；佴是 
问爲 

(3 i )〔:: - ■ <■， ） = 〔 a ; — 奸 + 户， 


所以，我們得到: 


Q(a:) = [(s - ^ J 2 + r^J ⑺ 


其中 &(«•) 羊 0 , Qi(a*)i=o, 數芦與 r 以及多項式（作）的係 數顯然 
郡是實數: 

引理 2 . a^/s + ir(yi=o') 孕李甲字队®)亨 a 莩根，則 

細有笠式_ * _ * . 


尸⑷ = B^ + O, P,(x) 

Qp )— O-py + KT 十 [f —+ W 

:} n r >&im, x Pi(^) .s-f 

玷电，多項 A 心 ® ) •由 •沒式 i. 7 'I m&, h'^notWi 多項式 .pi (a：-) 
的係败部是贲數，乂等式左端的分式可以是 苋分式 也可以是假分式 u 
爲荫 單起 m 

(je — a) 0 s — 戊 * ) ^ (^― + 
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等式 (8) 與等式 ' 

是等 M 的，這無異於要求等式左端的多拟式能够被 2(^ 整除，也就是 
說，能够被 s -《與 n* 整除；佴足要辦到站一點，我們必須有而且 
也 H 須有： 

i\ct) -- {Bkir + Oi)Qi^a) --■ i \ n * ) — (, thix* +Of')Qi{a* ) = 0 ， 

成卽 

Bka^-Ck -- j- [ a ^, 


lha* \-V h 


Pin*) 


因此，我們 il 緙冇了山阐個線性方程做成的 mm , 來確定未知 
數 B ^ 0 k , 乂丙爲适個方程組的係數行列式足 ir = F = 0 , 所以 
负與 Q 永迚珥以唯一地確定出來。不難苻出道様得到的说與的 
衣達式，關於《 與/ 是對稱的，阁 firt 與仏 都逄 實數。道就證明了 
侧 2。 


趿實數根的怙形党全一樓，常 k > t 時，等式 (S) 右踹的後一個分式 
與原來的分式的形式相同。因而，我們可以對它應用间一引理, ； 繼續 
進行這種手續，跟前面一欉，如果多斟式 Q(z) 以 a ~/ s + iy ( y ^= o ) ^ 
k 重根,又如果 Qi(*) 由等式 (7) 確定，則我們就有等式 
戶 （*) _ %? +力 4 及:仰十(4_! ■ B 1 x + C \ P *( X ) 

QU) .kW)V.. (g ⑷广 1 ..... q(x) Q^y w 

其中，？ 0 ) = («- yS ) 2 + P ， 双， A ， …， .ih，W …， C t 都是實數， 
並且 P * (幻是一個實係數的多 积式。 

關於等式( 6 ) 與⑼ ，我們指出 f 述好 '般 的應該注意之潞:如果這 
兩個等式中的 rtM —倘的左端边有埋眞分式，則它的沿端的末一個分 
式也一$迠具分式；足只要讓襲最 * 無限增大鱿可以荇出來;道時候， 
除去以外，等式的所有各項都趨向於零，因此，等式的宋一個分 
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式也必須趨向於零,這當然 K 有 ff 沱是一個眞分式的時候才有可能。 

現在，我們已經不難把任柯一個有理眞分式化成某補便於積分的 
“概準”形式了。跋毎一個實係數的多項式—樣,這個分武的分母级句一 
般來說，也乩有某些彼典不同的實根勿， ■■■« r 以及某些彼此不同 
的—對—對的共輒虛裉 ^± ir u a 士 ir *, ■••, /3 s ± ir n . 毎—個實根 
都具有確定的 . ffi 褶次數同樣#一對虛根也郤具有 
確定的贯敉次數, 於是 ，我們從代奴上细遵 

Q (: S ) = a〔:c — 0 （3 — ttrpr O —/? r -. ir] ) ; 】X 

r ' 3 

=a XI 0 s 一如 ）1 JJ [ Os - A 0 2 +， O z ", ( io ) 

"»=1 n = l 

其中《矣0是一個常數 

對於給定的分式以及根…，應用公式 (6) ,我們得到 

+ f + 尸办)， fn) 


其中， A ^, ^,>都是固定的實數， 0— 咖)〜 X 

s ntLr.^ 

x 又右端的 ft 後一個分式足一個眞分式。 

rt — 1 



按照公式〔 6 〕來把它分解，例如說對於作；這就給出： 

^(?)= 一 +... + ^_ + W ) 

Qi (®) ( a ; — a , a )' t * a:—« a 

其中 


( 12 ) 


II i (.^~ pny + rn i * 

m 二 3 n=l 
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並且末一個分式仍窗是贳分式 e 把 (12) 代人(11)，我們得到 

,_..^： +...+. 也二 . + . ... 邱). + .. H . A r + p ,(^) 

QC «) (z — 勿产卞 卞 ：!：一«•, 卞 （$ — 心产 〆 Q ,(«) 

把所述的手續進行 〃•次 （對 r 個钙报~中的每-•個進行一次）, 
臟我 們就得封等式 


Al H_ + C — _ + .., H J n . + 

C (^) O —町产 卞 o — 产…十 

4<^~> ' A^t 』 ⑴ 

4-. ^ 4 - Mr 1 .. . j - 1 -__ J _ 4 - 

(Z — ati 产 yX - a ^ z )^ 1 X - a t 
. + ._-C ... 十 . h +...+ K -十广 ⑻ 

(^ — rtfr) 1 r ( I ； — OTr) '' T ' 1 X — a T Q*{^) ' 

其中 ，來 一個分式是興分式，並 a 它的分幼 


⑽ 


Qn— « 芦,)'+，:]〜 

« = 1 

KWJC 來的分母 QC®) 的虛极 ^± iv a 爲它自 己的根 j% 因此,對於分 
式 ?{§ 山公式( 6 )所表達的實根的“分離'译辕已経不再能繼續進行。 
S 然，我們現在就對它進行公式 (9) 所寫出的虛极的“分離”手镣。顯 
然，跟货根的情形沒有什麽不同，應用公式 (9)* 次以後，我們得到分 
解式 

p *{ x ) = ny ^+- ( j ?? B \' y + c \ i} 

Q ~ + m !l ' C ^-/3 i ) M - r ? + 

_私、計 AV 十…+埤 5 奸吧 + 


一 avs+cw B ^ r ^+ o^r , 

t &- p ', y + rn Ti + iz ~^ y + y^r Q~^(iy 

其中，右端的未一個分式是一個眞分式;佴是因爲振來的分圩 Q(*) 的 
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一昉极都 H 經用盡， Q ” ⑷不再有根， W 而 K 能够有把 
以上得到的分式的适個分解式代入 U 3) ， 我們就得到原求的分 
式的最終的分解式，我們把它寫成下珂的非常緊凑的 形式： 

7 以 ) … X V ^ , V \ JS^^+OV-' r .., 

呀 :「2 z r^'-^y + 2 (14) 

r^= 1 u=l r>= 1 u = l 

有理具分式的這個分解式就是我們的目標 s 我們已經箝明 
了适個分解永遠是可璃的；同時，它還是唯一的，西爲在一述串尋求數 
A m , , 取 r 與 的過稈中。在齐個階段我 m 郤箝明 j ■確定它們的唯 
一性，但是,另一方面，一般說來,以上用來計筇分解式 ( M ) 的那 些係數 
的方法却並不足最簡眾的，待定係數”的方法常常比校簡軍而且對稱。 
我們用巧崎 AT \ #1 Ci ^ i . g 接把分解式(⑷寫出來， 
再用個 ' Bfi 係式的兩端，就立剥擺脫了分式。這時，我們在 
左端得到了多项式 po )， 而在右端，把同類項合拼之後也符到 一個多 
項式， 它的係數含帘米知數並旦 ss 然可以看出，都 
是道些數的譽 ft 呼兮。 

因等式應該是一個恆等式，所以左右兩端的《：的同 
次冪的係數應該相同 t 在這些一對一對的同次憨係數之間.爲上等號， 
我們就得到未知數及；^與 CV) 的一個線性方程組，從個方稅 
妞、未知係數就可以完全確定出來，這;裏，方程紐的解的存在性與_唯 
一性是我們早就知道了的。其 H, 不難竞出，方稃紐中方程的個數與 
未知數的個數相等。事實上，假定多項式 e(2：) 的次數等於及。把等式 
(1幻的左右■爾端乘以 CKaO 之後，我們在右端顯然桴 到一個 iV— 1次的 
多 項式; 在左端我們的多羽式是户00 ,山於€ 是眞 分式 :，的次 
數不能超過 JV-1。 但是 ，丙爲 JV-1 次的多項式具有 iV 個係數，所以， 
比较左右兩端的贺應係數，得到的是一個 Sft-v 侗方楛的方程耝。另一 
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方面，數尤"°(1<训<>，的個敕等於類似地， 

a 

的個數與 t ； v ° 的個數相间都 tf 於闪此，全部宋知數的個 數就恐 



佴是，把 q ⑷分解成一次闲 - r 的分解式:1(>)吿訴我們，這個數也剛好 
等於多項式 Q (> o 的次數闶此，未知數的個数總是等於我們得出 
的線性方辟的個数。 

爲 I * 贺際得出分解式 (14) ，不論用什麽辦法,我們都必墒知道多項 
式 Qf ) 的全部的根以及它們 的改祓 次数。這适一個 R 數問題,我們常 
常不會解決适個問題，佴是在我們轉而 W 究一個給定的有理分式的稍 
分法時，我們應該书先假定，我們埜 ® 分解适個有理分式的。 
m . 纖公式(14)，分式 

2^ + 2 

b — 1 W + VP 

可以表成下列形式： 

_ 2 s +2 = A ■ 私石十 （7 j + 

(^—1)(^4- 1 ^ (w+iy w+i ’ 

把兩端同乘以再把右端的同類項加以 合併， 我們就 
得到： ^ 

' 扣+2=(；2+此）护 +〔 g — 队） w +(2 J + i / 1 + A —( y ! ow + 

+ Hi -- & + i: J — Oi — (7 :)， 

比較犮右兩端相應的係數，就得出方程杻： 

d 十"::二 〔)，^ — — 0 } 

2.4 1-/^4 ^*2 — 

Oj + Vt — Hi — S2 z - 2 r 

A . 一 Oi — Cjj ― 2 ? 




2T4 
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遺個方程組很容易解，並且有： 

^4 = 1, Bi ~ —2, Ci = 0, ■ Ba =— 1, Ci — — I . 

因此， 


2 ； c+2 „ 1 _ 2x _a:+l 

(K-l)(fl ：" 2 + l) 2 ^a:-i ~^+iy~i ¥ +i 


§ 60 . 簡翬分式的稹分法 


利闭 S 59 的公式 （14) 忏 W —個有豳眞分式（闶而仟何一個假分 
式)的積分問題都可以瞄結到一帛特殊類型的有理分式的積分間題，我 
們把道些特殊類型的分式稱 爲领平 f 字,，簡單分式可以分做阐種類型， 

一稱 @ ' * * 


_ A 
( x — ay 7 

其中2與《是固定的實數，而《是固定的然數，我們把它們叫做第一 
雙的簡單分式，另一種是 
* J'^+G 

3 t 中良 （；， 丨 y 都是固定的實數，而①是固定的 R 然數，我們把它僧 
叫做亨的簡單分式。在本節中，我們要學會怎麽樣來求所有 if 兩 
種類‘士嵌單分式的原函數。如粜能這樓，根據公式〔14)，我們就可以 
認爲任意有理函數的稽分的一般問題是完全解決了 e 
1°. 第一型的簡單分式 a 我們直接可以求出， 




其中丑足糟分常數。同榛地，對於 _ oi , 我們也可以莳接得到: 


C\Adx , 
J liS-a ) 11 



y ~ u d ^- -(怎 一 a ) — «十1+= 

-w + l J 
_ nA _ + i 7 
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顯然，這就完全解決了第一型簡眾分式的蕷分問題。我們看到，這 
一型的簡眾分式的原函數或者仍然是第一增的簡眾分式(當 W> 1 ) ，或 
茗是一侗對數画敦(常 《=I) U 

2 。. 先 fK 定一 1 ，換句話說，我們先考虛簡 

眾分式 . 

Bs：+a 

(― 尸 +”’ 

作替換: = = d*=x^V 


JGx H - O 


C ® —" 穴十户 


dx = 


^} A ±^ vl±^L 


y ^ v - 


f 錄 

^1 k (1 + ^ ! )+^^ ^arctgi / +//= 


4 十(钟十即户 V C </) + H , ⑴ 


現在 假定” 是任意一個然數。同一個替搀先 給出： 

5 [(4) + 4”产 = j B yili + y ^ vd y - 

= B f 邶 B ^+° r dv 

_ 2”“J (1 + J/ 〒 叩卜 J (I; ㈣. 

這裏，右端的.第一個原函數又可以直接算 出： t 

I li?^y dv== ~ ("*-1)(1+"^')^ + 11 

(我們預先假定于 ^> i , h 爲 ”= i 的情形已經在上面討論遇了) 。這 楼 
一來，要完全解決我們的問題，就 R 剩下求 原函數 

j K ^ f Ay ._, 

J ( l + j / 3 ) 1 

的問題 了,這裏如 是任意一侗自然數(暫時我們還 n 知道 Jr ,= aret ^+ 
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十")。为了这个口的，我們视在来导出一个递揩公式，对于任蓝的|] 
然数\用人来表达山^>_ +] 。如果办到/ 这一点 ， M 我們旣然巳經知 
逍丫 \就可以依次地求出 u 3 等等，以及对 r 任意~求出-般的 
人。 

我們介： 

7, +1 = f — 」 t —'f il+jD.-y'dy^ 

J Ci + ?/"/ +1 - J ( i + y 2 )^ 1 ■ 

2 } (i + ? /y+i J - W 

对于右端的 J1 后一个原函数 ，我 們应用分部积 分法； 山于 

f 2?/ d：j ；l ,, 

J 0+^ 2 7~ = "" < T + y 2 )" ! 

我 (H 得到： 

r ^ 2 : v 办 — v f t r <h 

y IY+ry*^- ~<i h/=/ + ^ J cf+^y = 

—_ y , i T 

= — <1+浐/ + 

山此，等式 (2) 給出： 

人 +1 = %二1人+___ L .... — (幻 

2 v 丁; 2\1 十夕 2 /, 

例如 

, 1 T y 1 v 

is ==、 f - a : - =- arotg y -\-^' - -4- B 

2(1+7/.) 2 卞 

等等。公式 (3, 就适我 們所耍找的递推公忒 ；山 于它的哇立,我們就完 
全解决 r^. _V 型簡单分式的积分冏 M。 

考察一下我們所得的結果，立刻可 a 荷出，在积分簡单分式时（也 
就是說，在积分任意- •个有 理分式时〕，除上有埋困数以外,仅仅还可能 
出祝对数函数与 反正切 函数。特別， 这就証 明了我岡在前面所齩的論 
断，任何有理函数的原阁数都是初等函数。 

我們还要做出以7的有趣的提示。在-开始讲两放的积分法时、我 
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們就甘經注意到，作爲栩簡單的有理分式的原函數，兩數 Inz 铒 arctgs 
就已綷出現了： 

C f -^?-； = art ! t ^ ^-| 6 r . 

。 J i '" 2 

現在，有理分式的猜分理論 B 經# M 得很完備，我們 nj 以親眼石 
到，不論有理函數怎様祓雜，要表達出它的原阐數，除 In «與 arctgs 
适兩個两趿以外,我們並不肅要作何其他的超越 M 數。 

在托 II . 捷米多維帝的罟題集，第三章，習題 174— I 9 U , 讀；§可以 
找到用待定係數法求有埋函數的原函數 的大黾 砮題，可以极據教師的 
指導，從虛面挑三四 f 周題來做。 

§ ftl. 奧斯特洛格拉得斯基方法 

在前節中，我們 E 1 經看到， M 要我們知道了一個有理分式的分母 
的极要來求出這個分式的原函數，決不宵引起原則性的因難;然而,短- 
通常要牽聯到相當费力的計算。 M . B . 奥斯特洛袼拉德期基煶出了一 
個很巧妙的一般方法，在許多情 fTF ， iQ 個方法可以 尺大 地減化這呰 
計算 。爲 了敍述這侗方法,我們游要0到前兩 節1 的推理中去。 

仍然假定吳一個有理具分式，並 il 

r -S 

Q ( rt :)= ajy ( s - ff m )* m J £[( ； s - / 3, 1 ) 2 +^ J ^. ⑴ 

m =\ fi=l 

■ 我們已鸫知逍，分式: U ■有§邱的分解式!：1+)(.紐是唯一 
的），它把分式分解爲窮一^[▲第二型的簡單分式，我們就是利用這個 
分解式,來求得給定的分式的敁函數的 a 在這裏，我們進一步指出下述 
的附帶結果。 

在賴分笫一型分式時 

(x — aY 
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只楚 ^-1 的情形，才得到對數函數，所有的情形，都得到下 
列形式的有理函數 




( C — a ) 


. ^ .. , 


+ //. 


⑶ 


第二型分式 


― p + q _ 

的情形比較複雜一點、， 

令 a ^/3+ T ^ 當 t > l 時，我們有 


Bos-yQ 


dx - 


诉 W W - 」 ( i + y)^i + " 丄 ’ 

Jr= I Xi^y 


其中 


(3) 


h 與蜘郤是常數。佴是，另一方面，貫祺地應用§明讷遞推公式 (3), 
顯然可以把原函數厶表成 T 剡形式的和數： 

其中〜是常數， L ( V ) 是一個多項式，而末一個分式是一個具分先 
把這個表達式帶入 (3) ， 同時把 y 還原到 A 我捫不難 算出： 


dz ■- 


=_ 1^5) _ Ln - , 


dx 


⑷ 


r B^+G 

J +r^y ' l(x-py+y^'-i 1 j f Z -^2 +y ^ 

其中 _ ROc ) 是一個多项式， ❿是常 數，並 il 荇端 的第一個分式是一個 
眞分式。這是 c > i 的情形；當 t = i 時,我們有§ 60的公式〔1)，這個 
公式的右端觀有有理项。. 

利兩§ 59的分解式 ：( u )， 我們現往可以 fG 分式名的原函數看得很 
淸楚。 在遒行 猜分時，我們看到從(2)與(；4)這個分解忒的_«>1或 ti>l 
的那些項窗先給出以 

Ccs - ar . y - 1 , 

爲分取的有理具分式。 
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把所有這些眞分式歸併起來，我們间欉得到一涸眞分式 

Qxl^y 

它 的分® 顯然等於 


仏⑻ II ($ — 找爪 )^-1 JJ [(> 一# n ) 2 十 ( 5 ) 

7'/^=^ 1 n= J 

道個眞分式就 AL- 所給的分式 $ 的精分的有埋部分 .， 其次，稷分的 
超越部分山下述雨俏部分所糾成：认） S 加的分解式 Cu ) 的 《=1 或 
*^1 的那®項的苽函数， 6；) 极撖公式得出的第二型的原 阄數 。不 
管是 a) 或 G) 的愦形，被賴函數都是 

A Bz-\-V . 

^ (>— p ^+ r 2 ’ 

IS 典，所有這些被被函數之和是一個有埋 M 分式 

I\(x) 

其中 

r j * 

仏⑻= JX <>-— JJ [( S U 十 m ( 6 ) 

m =1 u 二 1 

釔楼一來，我捫就得到了著名的奧斯特洛格拉德斯基公式 


I 


P ⑷ 


Q ⑻ 




八 ㈤ + 

QiW ^ 




⑺ 


艽中，右端的窃一羽與绾二项分別是原函数的有瑰部分興超越部分„並 
笪， a ⑷與仏 ㈤ 分別 m 公式⑸轉⑻確定，而分式 mp ^}： 
墨眞分式。 t 八 ㈠“㈡ 

m 個分解式的一 m 非常値得注 :® 的地方，是它永逾河以用有瑰方 


法來得到，而予亨學亨孕亨〒字 Q ㈤ 哼哗。其實，從代.數學中大家都 
知道,多項式 qV ) m 項式 q .' w 的&一 I ® 根；因而，如果 



2 S 0 


我們假定 

T 孩 

Q (^) I J + 

?,>—. I -Ji —1 

則 

r * » 

Q!(^} = T1 一 P# 十厂 L 拉句 =Qi ㈣ 及 ㈣ ， 

7? i =* 1 « —1 ， 

m 1 ， e ㈤ 與多項式 <? o ) 沒存公根。這秣說明多 項式佔 o ) 是多項 
式识岣與 qw 的就可以用通常的求最高公因式 
的輾轉相除法东求出匕裉是 R 爲公式⑴， （5) 與〔6)給出 

Q («} = a Q ,( ffi ； (?,(«), 

所以，知道了 QO ) 與 Qi ( s ) 就可以用初等的有理運算求出込0)。最 
後，要求出多項式八1»與 八: X !,我們對等式:〔7)的兩端 微分： 

r [^'^ Q! ⑷户 ：⑷ , 尸 2 ⑻ , . 

<il^) QlW 十 Q 2 Or ISJ 

按照公忒 00, 多項式沾(幻的毎一個极 A 都是？ 項式 Q (>) 的极， 
也就是說（由於〔《))都是多项式 Q ,(®) 的根。如果 Qi ( s ) 含有二項式 
: c — A 的 a ( i ；> o ) 次乘盜，則 Q ; O ) 舍有 A 的 I 次乘寬，又 Q ,0) 
含有它的一次乘冪，而因乘猜 Qi (^) Q ^) 與多栢式仏⑻同樣含有 
次乘冪。佴是因爲這 if 於多项式 (^(4 的任何 一涸栈 都是拥 
的，所以 Q ; ⑷仏⑻能被 Qn » 整除，挽句話說 
G ;!>)&!>X?lO),y(S) ， 

其中 so ). 是一個多項式 u 西此 ，我們有 

p ;⑷ —JVX^ : (_幻 ...Qm 他㈤ p ;⑷ — &⑻巧⑷(3逆) = 
QiW) . . Q.^m(x) 

= Qi @ )[Q 办 ) P ; (s) — /V>) »S’( ；：； ) ] 土 q 2 ( a：) p ; (a ： )— 尸 ! (>)*?!» 

<jiO)Q? ㈤ Qs(^)Qi(®) * 

因而在把分解式 ( s ) 的兩端都桊以 Q (^) =««)&(>) 之後，就 得到： 
尸(疋 ）=< Q s i >) 尸; 0) — pjO ^ h )] 十 r ./ ywao ) , (9) 
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在适個等式中，多項 式尸 ㈤ ，仏⑻， 幻舆^ >〕都是已知的，又 
根據 fig 與 2 都是眞分式，我捫可以確定所要找的多项式/汉 21 ) 
輿^(:^的最高^^可能的次 $ L 因此，.從 勝係式 (9) ,多項式 A 與八 
可以用待定係數法求出來。我們不難由計 ® 知道，道襄未知係數的個 
数與得剑的方程的個數正好相等，而我們 a 經證明了的分解式 (s) 的存 
在性，保說了這値方程甜是可解 的，， 

道様一來，奥斯特洛格拉德斯基公式 (7) 的所有谷项郡能够實際地 
用有理方法來確定，並且，在這樣做時，我們不霡要知道所給分式的分 
母的根。因而，卽使不知适 ig 些根,我們也能求出給定的有理分式的原 
函數的有埋部分。 . 

關於奧斯恃洛格拉德斯基方法的一拽叕題可以叁？ f b . n. 捷米多 
維奇的習題窠， 第三窣， 習題 iy 1—193。 
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在前章中，我們蹬明了一切有理函數，都有初等的原函數，並且指 
出了如何去求得這種原函數的一般方法。佴是， 一荈我 們超出有理函 
數的範厘 I ，初等浪函數的#在與否就不再有一般的準則，因而，我們也 
就不能像第十六章中那機苒得出一套4性的埋論。不過，碰管如此， 
在代數無理函墩以及超越函數中，還有相常多的類型是可以用初等函 
數精分出來的;這些類型的阖數中，多半都包括一些相當簡單，因而在 
實際應用中常常碰到的函數。此外，求出這些函數的原函數的方法 X 
常常對我們具有很大的啓發性；西此我們要在道一霏中硏究若干道秫 
重要的函數類型。我 們道裏 用來禎分無理函數與起越®數的方法是所 
謂 f 學 ft #- :作適當的替掩，把被穡函數變成有理函數;只要這 
一‘&螽+， •在原則 - F : 來說，我們的間題就已經解& r ， H 爲糙分有 iE 
函擻我們總是會•做的;： 

§ 62. 型面數的積分法 

起出 T 有理函數範園的阔数中，最簡單的，是那挿:除有理運算外 
St 念有了，极式的函数這种:函數的最一般的形式的結構顯然是還檨 
的:先把有理函數 / o ) =(這衷 pc ®), Qw ) 都是多項式)開 
某一個 It 次极,然後爯作變敬 a : 

■ . H..f| 

的有理闽敕取&处，丙此，在無坪的代敷函數中，我們拧先應孩去求 



(282) 



笫三篇 笫十七窣簡平的無理面數典腔玆分法 £ S 3 

型的原闽數，其中巧>〕，识幻都是多項式， 《>1 是一個自然數，而 
Ji (^， V ) 是某一個二元的有理函數。 

佴是，（ I ) 型的原函數， R 有在 fE 整數《與多項式 P，Q 是非常簡眾 
的很少幾種情戈下％才是可诏用初等阐數来表達的.在链一節中，我們 
考察 P 與 Q 都是一次二垛式的情形(數《是任意的）。我們就會看到，這 
楹類型的原函數是初等函數,® il 很容易就可诏求出來。 _ 

闲此，我們現在的任務是要求出原函數 ' 








其中 a , 6, q d 都是常數， n 是一個 肖然數 我們令 

n iW^ ' 〔幻 

闶而， - 


於是 


因爲函數 9(() (因而，它的濞函數 #( o ) 是有理函數，所以上式右端 
有理函數的原函數，闲而可以表成 t 的初等函數;用 ( 2 ) 式中 t 
的饈代入，就把所求的原函數表成了 ^的初等函數了 u 
假定要求的原函数是 


C dx 

因爲分 咏中 的兩個根式都是根式^1+^的正的整數次乘怒，所以給定 
的原阐數是我們剛才所考虚:的那種類型 (n = 12 , a ^ b ^ d = i , c ^ o ). 
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於恐 ® = dx ^ ut ^ dt , ^/ i +~ x ^ t \ 給定的原函數 

就變形成爲 

— … 

t l - t 3 

這榛一來，被積函數就有理化了。苒做下*，得到： 


10 ct n dt 1(5 r i^dt 

12 ) trz t ^ 12 S rri - 


on: 卜仏 : 


12 \ (t~+t^ + f J + t i + t 3 + t^+t + l')dt+l2 


dt 


在上 式中 R 入 + 給定的原函數就表成了原來變: a ® 的表達 

式。 

其他的練習可以參看 E . n . 捷米多維奇的習題集，第三章，習題 
211, 212, 215, 217。 


63. /；(». y ax ^ + 十0型函數的積分法 


前節中的多項 式尸專 Q 卽使 R 存一個的次數大於一，就 R 在不多 
幾種情形下，可以廢分成爲初等函數。現在們要研究的是一種在應 
用中常常遇到的情形，卽 W = 2, Q |»1, /⑷是一個二次三項式 
a ^ + bx + c 的情形，換句話說，我們要討論 

- /?(*, 1 - / ax^+ bx + c')dx 

型的原函數，這裏■«(>， y ) 仍汚表示任意一個有理二元函數。我們东證 
明，這種原函數永遠可 a 有埋化，因而，一定可以表作初等函數。不過， 
道個有理化所需的積分變量的替換,在不同的情形下是各不相间的。 

1 如果三項式 ax x + bx + c 的极《與卢是實根，我們就有（假定 
«>«)： 

v^+bx+c^ 1/ 办 ' 二兩 : >) = (d) |/^^}; 
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從而，被稷阁數成爲 z 與根式 


Ja [ x ~ fi ) 

1 X - a 

的有理函數； 而适 就變戍了我們前節中討論過的惜形、我們知道，只要 
作替換 




r = t , 


麵囷數就有理化了。 

2°. 如果 H 项式《妒十 te+'t; 的根是虛根，於是勢 一切: r 的値，7-: 
項式郡保持同一的符號。我們很然地假定它.總是止:的，因爲如果不 
然，對毎一 悃* 的値，根式都是虛的 f 我們的問题就沒有意義了。令 
® = 0, 我們就知逬，在道種情形應該永泣有 C>o( 我們逞患提出的方 
法 ，事 Jf-Ul® 々0就行，輿:一:羽式的根是實根還足虛根並沒有關 
係）。令 




於是 


od + fec + C= (fcc+ 1,’ C y — / c t s:+c, 

a^-\- b - e %+2 i ' c #, 

^= b ^,T l c 1 二沪 ( o ， 

- - <T 

dx = f P , (t}dt ) 

+办方 +。:：^：十 l y c =ftp(()+ } / ~C t v 

因而我們得到： 

^ jfi Va^ + bx'+c) ^ t<p(t) + \ y 'c }<p'(t)dt. 

闶爲函數火(）（因而，它的導函數 <?' ⑴也一樣）是有理函數，所以給 
定的原函數的有理化已經完成。 
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以上兩種情形中，有理化所®的稅分變*的替換郤是尤拉提出的， 
所以我柄通常 都把* e 們叫做 

m 1 * 在原阖數 ♦ • 


1 



dx 

\/ co A — 


O >0, |词>«)中，多項式0： ：! —« 2 =(；；!：— & )0+«；)的根都是實极。引 

用尤拉的第一個替換 

. -.hs—a . 

7/- = f t 

r ^-|-a ’ 


並且鸾確定起見設於是 


x—a 

x-^a 




㈣ 


d-x = 




% dt . 


z+a = 


^±_ _—1— = _ 1 _二 1 — f 

1 - f 2 ，〆 ^a： 1 - __ — ~2at 

' } ^ Ta ' (2+a ) 


從而 


佴是 




1 + 古 ^ ~\~ a+ 'v ^x — (T 1 , 厂. — 厂 ■ —、 fl 1 —.— .一 —— . 

1 1 \/ x -\- a ^ y x-a za a ” 

所以 

1 =]n(>+ i^^a^)-j-C r ； 

對於 a < - a 的情形 ，我存 洞捧可 '得： 

7 = ln [ s :+ \ / ^ 2 — a iJ [ +0\ 

例 2. 在原函數 


1- 


dcc 

vx 2 \ a ^ 
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中，有 d>0, 我們可以引用尤拉的渰二個#堍： 


V ^ - ha 2 —a 


■ t t i/W -\- a 2 ^ xt -\- a . 


由此算出： 


k 2 邮， d ^ J^ ( -}±^<u 

U ， ' (. U .) 2 f 

, £ '.' rt ft 2cU^ l + P 

V’# 十 a* 、 -■.,-\-a--=a - 丁以， 

1 — t A i - ^ 

y / X ^ f 十 Z ^ 士 卞， 

1 —f 


因而， 


1^2( + C ^ ln ( x + l /^^)+ C , 

例 3. 對於原函數 


1. 


u 


dx 


- z ^ 7 


可以引用尤拉的兩個锌換中的 rr : M —個。不過在逛爰用替換要 
更楠單得多；我 們有： 


* dt 


^ arc sin (H-1? = aredin +G+ 


其他的練習’可以參看 B. 1L 捷米多锥奇的習題笫，第三章，習題 
219— 222奥243—247 0 


§ 64. 二項型费分的原兩數 

我們現來考慮一類特別形式 的代數 函數的轺分法；适秘:類型的役 
分在實際應用中常常抒碰到。不過，這-•積分類型在歷史上之所以有 
名，主要的倒還不在我們時常遇到它，而是在於我們知道 K 有在少數嫌 
種情形，這種箱分才能表作初等函數，此外就都不能迢揉表達。 
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下列肜式的表達式： 

^( a -^ bx ^ ydx , 

稱爲一個: •=：$ 寧^兮，其屮所有的指數《 ^與厂都是 f ―誓 〆 輿办 
眉: ft : 何實燊：去士溘在來硏究，在什麽樣的條件 T ， 原函•數 • * 

I = ^ s J ia -\- bx a ) ! dx 

是初等函數， 

分 W = i ， 於是 O 

x = t^ , dx^~ t g ~'dt. 

四此， 

f =- ^ ^ t s (a + htydt , (1) 


我們要證明 ， Rf J > r ： ^ + ^ f ® tffff m , 
i 爷孕兮亨 AfP __ 時逯要指出求捋 M ： •些’函_數_的’方‘法 . 

'i ' kk ' y 是整數、於是原函數⑴的被積函數成爲 * 與 3丄有 
理画數；設 

疗十1 — m 

其中 讯， n 都是整数 »)) ， 則被较函敷是邱 , 以_厂)型的，這裏 R {^, y ) 
盈一個有理二 X 函數因此，原函數 J 是我們在§ 62中考.慮過的那種 
形式，闻而是可以表作玷等函數的。 

2 ' 假定 1 是整數 > 於是⑴的被積函數是 f 與 (a + ^ r 的有 

理阚數；如果 y= f q ,其中 P 輿 2 >0都是整數，則被積函數成爲 
/ i ( t ， V « 十均 型的函 數。因此 U .) 還是§ 62 中考虛 過的那種類型的 
M 函數。 

0我捫不妨® iS #0, 因爲 |B = 0 的 悄形*热是不 成問題的， 





* h«s 你十七嘴 ffli ?. 的無* 函數 典杻越 由胶 的秸分法 sa » 

3 域後，假定$ 1 + 7是整数, （ T 的被賴版敦可以 W 外改寫成 



M 而色 S ： f 與 〈 a -f y 的有理 I 射數；如果其中 p 铒 g > o 都沿 
整數，則 被精函數成爲 

] /a + 

型的阐 數,」 道當然還是§ G 2 中的耶揷類型， 

因此,我們前面的論斷 B 經完全 ® w r 「士一方而 u . jl 車貝謝夫 
曾經指出，以上所考應:的,迠二項型微分的原函數能够足-初等函數的僅 
有的三橄情锻，換句話説，如堠 a 都不是堪,又 。 J V ， ~ j ~ + ^ 
三數中沒嗬一個是整数，則二項型微分 ^( a ^ b^y ' dx 的原函數不可 
能是初等函數。 可惜 的是,适個货名定理的©明是過於馥雜,我們沒有 
可能在 M 菸加以論述。 

本節練習可參蘅 B . II . 捷米多锥奇的潛題集，第 H 草，習題252, 
253, 2 G 0 o 


S 65 . 三角微分的稞分法 

我們現在開始來芎慮某埤類型的超越 阐數 的褚分法，竹先我們考 
應三角函數 aina :， eoss , tp ， ctgx , see *, coaoc a : 的有理函數 u 因爲 
所有這些三角函數都可表作 sms :., cols 的存埋函數，所 W 我們以下 n 
討論 _ R ( siKa :， cow ) 沏的函數，這势 R { x , y ) 是一個有现二元函數。 
原阐數 

li ( rain as , cos x ) dx ( i ) 

永凌是初等涵數。要想證明迢一點, H 要引進嵇分新變设 

(2) 
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：L 的値限定在上） 


x = 2^rctg t 7 


dx~ 


2<lt 

rr ^， 


西而 


a in ^ = ^-„ c 靈 

1 + i-' 1+t 1 


1 - f J \ idt 


' Z= J fi (i+* a， 1+WiTP 

适是一個有埋函^的原函數„ 
m 1 . 求原函數 

j = r 此 

J 1—A 2 CCH a;’ 

其中 A 2 是一個正數。我們分別考處 A 3 <1 , A 2 >1 和 X 2 ^ l 的情泪。 

1) 如果 A 2 <1? 我們可以令 1 — l -\- X 2 = /3 2 0 於是替換(2〕 
給出： 


r „ r 2dt 1 + t 2 

_ J 1+"^ f^:T " 气 卜卩丁 




4 » s ? +c : 


、 7 長， 吨(浩 : tg ;) +c7 . 


2) 如果入 2 >1， K 們可以令 l ~ X ^=- a ^ 1- hA ^/?^ 替換 (2) 給 


出： 


r 2dt_ 


I 芦 - 


㈣ 刊 


vlP 


-In 


卿 i 十 " 


_ 丄 In 

I / A 4 '-l 


T T 十1祕寻十 . 〆 X s ~1 


+ t ?* 


3) 如果; l 2 = l , 同一個替換給出： 


+ C ; 


-啦【+ 


C 、 




筇 -|- 七 9 sn m KfcH a K m 
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我們已經否到，在汀 M 情呪 F， 替換(:3)都可 Jy 把 原阚數 (1) 有埋 
化，因丽( 1) 型的原函數總迠初苫函數。闪此，替換 (2)A 有很大的 M 則 
意義 。不遇作這個替換常常比較麻烦而且往往町以用更簡眾的替換來 
代替它。可以證明，對於某些相常廣泛的顏型的函數，替換 i = 
t = OTSa： 或 t = t SJC Li 經 BJ ■以把 （1) 型的原函數有埋化。我們视在就來 
考湛某 拽道秫 情形。 

I n - 如果及0,幻：足-關於;/的存阐數（搀句話說當變桦作一沒 
時，它剛好只變一個符珑），則替換就 a 綷可 以使原函數 (1) 
有 埋化。 事_竹上，在运楝情形，當我們用一 eo 以代替 cow 時，函數 

itfMiri X . cos ,、 

—— 咖厂_」 ⑶ 

完全不瘦，适•就說明❶，在這個函驳中 CO .® 只只平方出現 D 佴是 
cos ^^ l - sin ^, 所以函數是 sint 的有埋函數._.闪此，我們有： 

J i ^ Csina ;, za % z ) dx = j " 他' s = E ^ osa i _) c(w ajd ； c = j " H *{ Qdt , 

這圾 1*(0 是 i 的一個有理函數。 

2 °. 完全平行地可 Wffi 明，常闽數 r:.(''y、 關於 ： c 足奇函數時，替 
換 roS2 ： = i 就可以使原函數有埤化。 - 

3 °- 最後，如装^^，汉)在7?( —A — ；/)，則替換 tg w 可以使原 

函數 (1) 有理化 t 事 i 上 ，如果我們在 表達式 R (^ f - o ^) 中把 sin :c 


O 逍裹划丁 r 述代 tr 定理：加粜 nu) 是：的有理鈉於，父趴—則 

* * * 

―泅多项式，上式心础顥然足關 5” 1 的名項式；一的情纪.，如％ /<：(:) :=:〉$ t 於是 

V 1 ,^ ) 


W ⑴4 A s (-0-- 


"(: K〆 —；：）— P ( — z )( J ( r ;). 

咖 J 


节個分式的分子分母:郴适多項式、血 J 10 然毡 p 拽作 〜 z 咭都不改變，闪此，权掂 B 择腔明 

的多 gt 式筇分的鍺嫩 y 的多壤式* 
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全換寫成 tg s CO:i ；!：,我們就得到一個關於 tg 2；與00以的有理函數： 
co^x }^R{;^'nx 7 co ^ x ) 3 

因而 

72 ( —sin s ， 方 ) 三 Jh'.’jg x ， —co^ix) t . 

但因爲這兩個汝方式的 / it 端相等，所以 

.RiiJ'g X， f：OS f :.-r: 三 R^tg X ， — COS X) , 

拘句話說，及右;把 : c 搀作—⑽ a ; 時不變，也鱿是説，它 R 含有 cost a : 
的平方： 

i^(in rmx )^ CO ^ iC ) ? 

闶而 

11 ,(ahi x, eo ? x') — 7^( tg x t co^ cg ) * 

介 = h 我們#到： 

a ; = iii'etg t, dx = ^~ s , 

所以灯： 

7 ?(sin x. mix)dx~ ^ - Ri(tg co^x)/!^ — 

汶阄數的確是有观化厂 

例 2. #換*62：=〗給出： 

f" - z t* — = C — — ]n|(|+f = ]t | |tga:[+C7. 

J x coi z J a ; foVz J t 

TM 我們要比較; if : 細地來敍述原函數 CO 的一撺待殊的佴是非常 
前要的犄形，适柿原闽數形式如下： 

^ m , n = ^ Sfin ™ J ： 1：0 : ! 1, 2： 

适迤" ■» .都是整数。顯然，如坻^扯+1是一憫奇数，則我們得到 
y:m 1的愉形，而替搀也立刻使报函數有理化；〖啡康，如果 m 
垃竒數，替換 ® = ; ( 钛使原 ® 數有埋化(情形2 ') ; M 後，如果 m ， n 都 




